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შინაარსი 

შესავალი. 

Ι-თავი. ვალე-პუსენის ინტეგრალის თვისებები. 

§1.1.  განსაზღვრებები  და  აღნიშვნები. 

§.1.2.  ვალე_პუსენის ინტეგრალის ზოგიერთი თვისება. 

§1.3. ვალე_პუსენის გადიფერენცირებული ინტეგრალის კრებადობა. 

ΙΙ-თავი. განზოგადოებული სფერული ფუნქციათა სისტემის მიმართ ფურიეს 

მწკრივის შეჯამებადობა. 

§ 1. განსაზღვრებები და აღნიშვნები. 

§ 2. განზოგადოებული სფერული ფუნქციათა სისტემის მიმართ ფურიეს 

გადიფერენცირებული მწკრივის შეჯამებადობა. 

ლიტერატურა. 

 

 

შ ე ს ა ვ ალი  

 

სადისერტაციო ნაშრომში შესწავლილია ევკლიდეს k≥3 განზო-მილებიანი 

სივრცის Sk-1 ჰიპერსფეროზე  განსაზღვრული ფუნქციის ვალე_პუსენის 

ინტეგრალის თვისებები, ვალე-პუსენის გადიფერენ-ცირებული ინტეგრალის 

თვისებები და განზოგადოებულ სფერულ ფუნქციათა სისტემის მიმართ ფურიეს 

გადიფერენცირებული მწკრი-ვის შეჯამებადობა აბელის მეთოდით. 

ნაშრომი შედგება შესავალისა და ორი თავისაგან.                P   პირველი  თავი 

შედგება სამი პარაგრაფისაგან. §1.1-ში მოყვანი-ლია ის განსაზღვრებები და 

აღნიშვნები, რომლებიც გამოყენებუ-ლია პირველ თავში . 

გ ა ნ ს აზღვრ ე ბ ა  1 . 1 . 1 .  ვთქვათ f ∈ L(S2). ინტეგრალს 
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                  ეწოდება 

ვალე_პუსენის სინგულარული ინტეგრალი. 

 გ ა ნ ს აზღ ვრ ე ბ ა  1 . 1 . 2 . ვთქვათ,  f∈L(Sk-1). P ∈ Sk-1  წერტილს ეწოდება  f(P)  

ფუნქციის  D წერტილი, თუ 
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 f(P)∈C(Sk-1)  ფუნქციის უწყვეტობის მოდული განვსაზღვროთ ფორმულით:  
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 f(P)∈C(Sk-1)   ფუნქციის სიგლუვის მოდული განვსაზღვროთ ფორმულით: 
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Lp(Sk-1)  (1≤p≤∞)  სივრცის ფ  ფუნქციის  უწყვეტობის იტეგრალუ-რი მოდული 

განვსაზღვროთ ფორმულით: 
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ინტეგრალური სიგლუვის მოდული კი ფორმულით: 
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შესაბამისად განვსაზღვროთ განზოგადოებული უწყვეტობის და სიგლუვის 

მოდულები, უწყვეტობის ინტეგრალური და ინტეგრა-ლური სიგლუვის 

მოდულები:  

 3



( ) ( )
( )2

0 1
;; sup
c
cff

c +
=Ω

≥

δωδ ;       ( ) ( )
( )2

*

0

*

1
;; sup
c

cff
c +

=Ω
≥

δωδ ;                             

( ) ( )

( )

( )2
0 1

;
;

1

1 sup
c

cf
f

kSpL

k
p

c
SL +

=Ω
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

−

≥

δω
δ ; ( ) ( )

( )

( )2

*

0

*

1

;
;

1

1 sup
c

cf
f

kSpL

k
p

c
SL +

=Ω
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

−

≥

δω
δ .      (1.1.6.) 

გ ა ნ ს აზღვრ ე ბ ა  1 . 1 . 3 .  თუ  
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მაშინ ვიტყვით, რომ f აკმაყოფილებს ლიფშიცის (განზოგადოე-ბულ) პირობას C 

მეტრიკაში და ვწერთ αLipf ∈ , ( )α*Lipf ∈ . 

 გ ა ნ ს აზღვრ ე ბ ა  1 . 1 . 4 . თუ  
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მაშინ ვიტყვით , რომ f  აკმაყოფილებს ლიფშიცის (განზოგა-დოებულ) 

პირობას Lp მეტრიკაში და ვწერთ p);Lip(f α∈  ( )p);(*Lipf α∈ .           

f ფუნქციის x∈ Sk -1  წერტილზე ლაპლასის განზოგადოებული )(xfΔ  

ოპერატორი განისაზღვრება ტოლობით: 
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ხოლო მეორე რიგის )(2 xfΔ  ოპერატორი განისაზღვრება ტოლობი-დან: 
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f ფუნქციის ლაპლასის უფრო განზოგადოებული )(~ xfΔ  ოპერა-ტორი x∈Sk -1 

წერტილზე განისაზღვრება ტოლობით: 
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მეორე რიგის უფრო განზოგადოებული ოპერატორი  განისაზღვრება 

ტოლობით: 
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§1.2-ში შესწავლია Sk-1 სფეროზე ვალე-პუსენის ინტეგრალის თვისებები.  

 გ ა ნ ს აზღ ვრ ე ბ ა  1 . 2 . 1 . ვთქვათ f∈L(Sk-1). ინტეგრალს  

).()(
2

),(1

)
2

1(2

)1(),(
12

1
1

QdSQfQP
kn

knPfV
n

S
k

k
n

k
∫
−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

−
+Γ

−+Γ
= −

− π
          (1.2.1) 

ეწოდება ვალე_პუსენის სინგულარული ინტეგრალი. 

დამტკიცებულია  ამ ინტეგრალის ზოგიერთი თვისება, კერძოდ 

დამტკიცებულია შემდეგი თეორემები: 

თეორე მ ა  1 . 2 . 1 . თუ  f(P)∈L(Sk-1) , მაშინ ამ ფუნქციის ყველა D წერტილზე 

ადგილი აქვს ტოლობას 

               Vn(f,P)=f(P). 
∞→n
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თეორე მ ა 1 . 2 . 2 . თუ f(P)∈C(Sk-1), მაშინ  
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თეორე მ ა  1 . 2 . 3 .  თუ ( )1Lf −∈ kSp , მაშინ  
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 თეორე მ ა 1 . 2 . 4 . (1.2.6) და (1.2.9) შეფასებები (რიგის თვალსაზ-რისით) 

საბოლოოა. 

თეორე მ ა  1 . 2 . 5 . ვთქვათ f(P)∈C(Sk-1). თუ რაიმე P წერტილზე არსებობს 

ლაპლასის განზოგადოებული ოპერატორი )(PfΔ , მაშინ  
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თეორემა 1.2.5 გვიჩვენებს, რომ ვალე_პუსენის ინტეგრალი მიუხედავად მისი 

ზოგადობისა (ის თანაბრად უახლოვდება ნების-მიერ უწყვეტ ფუნქციას), გვაძლევს 

შედარებით ცუდი სიზუსტის მიახლოებას. უფრო მეტიც, f ფუნქციის 

სტრუქტურული თვისებების ნებისმიერი სახის გაუმჯობესება არ გვაძლევს 
n
1 –ზე 

უკეთესი რი-გის მიახლოებას. 

§1.3-ში დამტკიცებულია თეორემები ვალე-პუსენის გადიფერენ-ცირებული 

ინტეგრალის კრებადობის შესახებ. კერძოდ: 

თეორე მ ა  1 . 3 . 5 .  ვთქვათ f ∈L(Sk-1). თუ x∈Sk-1 წერტილზე არსებობს , 

მაშინ  
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თეორე მ ა  1 . 3 . 6 .  თუ ( )12 )( −∈Δ kSCxf , მაშინ  
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თანაბრად x_ის მიმართ Sk-1. 

მეორე თავი შედგება ორი პარაგრაფისაგან. §2.1-ში მოყვანილია ის 

განსაზღვრებები და აღნიშვნები, რომლებიც გამოყენებულია ამ თავში. 

დაუშვათ, ერთეულოვან ორგანზომილებიან S2 სფეროზე მოცე-მულია 

ვექტორფუნქცია v(θ;φ). განვსაზღვროთ ამ ფუნქციის კომპონენტების კომბინაცია 

[17] 

v0=vr, v1=−
2

1 (vφ+ivθ), v-1=
2

1 (vφ−ivθ)                                                   

და დავშალოთ ისინი განზოგადოებულ სფერულ ფუნქციათა სის-ტემის მიმართ  

           )0,,
2

(~),(
||

θϕπϕθ −∑∑
∞

= −=

l
mn

ml

l

ln

l
mnm Tcv        (m=0, ±1),                    (2.1.1) 

სადაც  

      
)(cos)0,,

2
(

)
2

(
θθϕπ ϕπ

l
mn

inl
mn PeT

−−
=−

             განზოგადოებული 

სფერული ფუნქციებია, 

])1()1[()1()1(
)!()!(
)!()!(

)!(2
)1()( 22 mlml

nl

nlmnmn

l

mnmn
l

mn d
d

nlml
nlml

ml
iP +−

−

−+
−

−
−−−

+−+−
−+
+−

−
−

= μμ
μ

μμμ , 

ხოლო 

  ''''
2

0 0

sin)0,,
2

(),(
4

12 ϕθθθϕπϕθ
π

ππ

ddTvlC l
mnm

l
mn ′−′′+

= ∫ ∫                    

ფურიეს კოეფიციენტებია. 

განვიხილოთ (3.1.1) მწკრივის აბელის საშუალოები  

   
,sin),,,,(),(

4
1

)0,,
2

(),,;(

'
2

0 0

||

ϕθθϕθϕθρϕθ
π

θϕπρϕθρ

ππ

′′′′′′=

=−=

∫ ∫

∑∑
−=

∞

=

ddQv

TCvu

m

l
mn

l

ln

l
mn

ml

l
m

         სადაც 

   ).0,,
2

()0,,
2

()12(),,,,(
||

θϕπθϕπρϕθϕθρ ′′−−+=′′ ∑∑
−=

∞

=

l
mn

l
mn

l

lnml

l TTlQ          (2.1.3) 
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გ ა ნ ს აზღვრ ე ბ ა  2 . 1 . 1 .  (2.1.1) მწკრივს უწოდებენ S რიცხვის-კენ აბელის A 

მეთოდით შეჯამებადს (1, θ0, φ0)  წერტილში, თუ  

                                   Svu m =
−→

),,(lim 00;1
ϕθρ

ρ
. 

გ ა ნ ს აზღვრ ე ბ ა  2 . 1 . 2 .  (2.1.1) მწკრივს უწოდებენ S რიცხვის-კენ აბელის A* 

მეთოდით შეჯამებადს (1, θ0 ,φ0)  წერტილში, თუ  

                               Svu m =
∧
→

),,(lim ;
),(,),,( 00

ϕθρ
ϕθϕθρ

, 

სადაც    სიმბოლო ნიშნავს, რომ (ρ,θ ,φ) წერტილი მიისწრაფის (1, 

θ0, φ0)  წერტილისკენ სფეროს არამხები მიმართუ- ლებით . 

),,1(),,( 00 ϕθϕθρ
∧

→

გ ა ნ ს აზღ ვრ ე ბ ა  2 . 1 . 3 .  თუ არსებობს რიცხვები a0, a1, ...,ar ისეთი , რომ x 

წერტილის რაიმე მიდამოში სრულდება ტოლოba  

,.2,1,cosh)1(cosh)1(
2)!(

)()(
|);(|

1

);( 0
2 =−+−=∫ ∑

=

ro
a

tdStf
hxC

r

hxC

r
ν

ν
ν

ν

ν
      (2.1.4) 

მაშინ ვიტყვით, რომ f(x) ფუნქციას x წერტილში გააჩნია ლაპლას-ის r რიგის 

განზოგადოებული ოპერატორი და მას აღვნიშნავთ  )(xfrΔ   სიმბოლოთი. 

 (2.1.3) ტოლობით განსაზღვრული ლაპლასის განზოგადოებუ- ლი 

ოპერატორი aν რიცხვებთან დაკავშირებულია ტოლობებით  

 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=
+−+Δ⋅⋅⋅⋅+Δ⋅+ΔΔ

=Δ

,,...,2,1
,)(])1([]32]{21[

,)( 0
0

r
axf

axf

ν
νν ν                (2.1.5)         

სადაც 
γγ

ΔΔΔ
+

=⋅
ii

,      i,γ≥0, i+γ≤r.  

 გ ა ნ ს აზღ ვრ ე ბ ა  2 . 1 . 4 .  ვიტყვით რომ x∈S2     წერტილის მიდამოში 

ინტეგრებად  f(x)  ფუნქციას ამ წერტილში გააჩნია ლაპლასის r რიგის 

განზოგადოებული ოპერატორი , თუ ადგილი აქვს წარმოდგენას  )(
~

xfrΔ

           .,1,cosh)1(0cosh)1(
2)!1(!

)()(
|);(|

1

);( 0

r
b

tdStf
hxD

r

hxD

r

=−+−
+

=∫ ∑
=

ν
νν

ν

ν
ν

ν   

ოპერატორი  დაკავშირებულია bν რიცხვებთან (2.1.5) სახის 

ტოლობებით.  

)(
~

xfrΔ
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გ ა ნ ს აზღ ვრ ე ბ ა  2 . 1 . 5 .  ვთქვათ  f (x) ინტეგრებადია  x0∈S2    წერტილის 

რაიმე სფერულ მიდამოში. თუ არსებობს ფუნქციები   a0 (x), a1(x), ...,ar-1(x) და რიცხვი 

ar ისეთი , რომ  და                                                                           γγ axa
xx

=
→

)(lim
0

,cosh)1)(,(cosh)1(
2)!(

cosh)1(
2)!(
)(

)()(
|);(|

1
2

);(

1

0
2

0 0

rr

hxC

r

hx
rr

axa
tdStf

hxC
−+−+−=∫ ∑

−

=

ε
ν

νν

ν
ν

ν
 

სადაც ,0),(lim
0

0
=

→
→

hx
xx

h
ε  მაშინ ვიტყვით, რომ f(x)  ფუნქციას x0 წერტილ- ში გააჩნია 

ლაპლასის განზოგადოებული ოპერატორი ძლიერი აზ- რით და მას აღვნიშნავთ  

)0(xfr
xΔ  სიმბოლოთი.  

 ცხადია, რომ თუ x=x0, მაშინ  )()( 00 xfxf
rr

x ΔΔ = . 

ოპერატორი 
r
xΔ  დაკავშირებულია  aν (ν=1, 2,..., r)   რიცხვებთან  (2.1.5.) სახის 

ტოლობებით. 

გ ა ნ ს აზღ ვრ ე ბ ა  2 . 1 . 6 . ვთქვათ, f (x) ინტეგრებადია  x0∈S2    წერტილის 

რაიმე სფერულ მიდამოში. თუ არსებობს ფუნქციები  bγ(x), γ =0,1,...,r-1 და რიცხვი br 

ისეთი, რომ  და  γγ bxb
xx

=
→

)(lim
0

      ,cosh)1)(,(cosh)1(
2)!1(!

cosh)1(
2)!1(!

)(
)()(

|);(|
1

);(

1

00 0

rr
r

r

hxD

r

hx
rr

bxb
tdStf

hxD
−+−

+
+−

+
=∫ ∑

−

=

ε
νν

ν

ν
ν

ν  

სადაც ,0),(lim
0

0
=

→
→

hx
xx

h
ε  მაშინ ვიტყვით, რომ f(x)  ფუნქციას x0 წერტილში გააჩნია 

ლაპლასის განზოგადოებული ოპერატორი და მას აღვნიშ-ნავთ   

სიმბოლოთი.  

)( 0

~
xf

r

xΔ

ამასთან, თუ x=x0 მაშინ, . ოპერატორი , ν=0,1,...,r, 

დაკავშირებულია bν რიცხვებთან (2.1.5) სახის ტოლობე-ბით. 

)()( 0

~

0

~
xfxf

rr

x Δ=Δ )(~ xfνΔ

§2.2.-ში შესწავლილია განზოგადოებულ სფერულ ფუქციათა სისტემის 

მიმართ ფურიეს გადიფერენცირებული მწკრივის აბელის მეთოდით 

შეჯამებადობა. კერძოდ დამტკიცებულია: 

თეორ ე მ ა  2 . 2 . 1 .  ),,,,( ϕθϕθρ ′′Q  ფუნქცია ჰარმონიულია ანუ 

აკმაყოფილებს განტოლებას 

           .0),,,,( =′′Δ ϕθϕθρQ                                                 (2.2.1) 
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თეორ ე მ ა  2 . 2 . 3 .  ვთქვათ v(θ;φ)∈L(S2). თუ r∈N_სთვის არსე- ბობს 

, მაშინ  ( ϕθν ,
~

v
r

Δ )

)            . ( ) ( ϕθϕθρ νρ
,,,;

~

31
vvuDLim

r

m
r Δ=

−→

  თეორ ე მ ა  2 . 2 . 5 .  ვთქვათ v(θ,φ)∈L(S2)  და r∈N . თუ (θ0,φ0)  წერტილზე 

არსებობს , მაშინ ( ) ( 00,
~

,ϕθϕθ m

r

vΔ )

)             .                     
( ) ( )

( ) ( ) ( 00,

~

3
,,1,,

,,,;
00

ϕθϕθρ ϕθ
ϕθϕθρ

m

r

m
r vvuDLim Δ=

⎯→⎯∧

დისერტაციის ძირითადი შედეგები გამოქვეყნებულია [14], [23] და [24] 

შრომებში.  

 

 

Ι-თავი 

ვალე-პუსენის ინტეგრალის თვისებები 

 

§1.1. განსაზღვრებები  და  აღნიშვნები  

ვთქვათ R3 ეკვლიდეს სამ გამზომილებიანი სივრცეა, რომლის წერტილებს 

აღვნიშნავთ x=(x1,x2,x3), y=(y1,y2,y3), და ა. შ. , x და y ვექტორების სკალარული 

ნამრავლი  (x,y)=x1y1+x2y2+x3y3, x ვექტორის სიგრძე |x|= .),(
3

1

2∑
=

=
i

ixxx  

ერთეულოვანი სფერო {x; x∈R3,|x|=1} აღვნიშნოთ  S2-ით. S2-ზე ჯამებად 

ფუნქციათა სივრცე აღვნიშნოთ L(S2)_ით, ხოლო S2_ზე უწყვეტ ფუნქციათა სივრცე 

C(S2)_ით. 

 x წერტილის x1  ,x2, x3  კოორდინატები სფერულ ρ, θ, φ  კოორდი-ნატებთან 

დაკავშირებულია ტოლობებით:    

                x1= ρcosθ, 

                x2= ρsinθcos φ, 

                x3= ρsinθsin φ, 

                0<θ<π,  θ<ρ<2π. 
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 γ_თი  აღვნიშნოთ კუთხე, კოორდინატთა სათავიდან      x=(θ, φ)∈S2 და  y=( 

θ', φ')∈S2  წერტილებამდე გატარებულ რადიუსებს შორის. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ  

   (x,y)=cosγ=cosθcosθ'+sinθcosφ sinθ'cosφ' +sinθsinφsin θ'sinφ'.              (1.1.1) 

Tu θ=0, e.i. x  ემთხვევა ჩრდილოეთ პოლუსს, მაშინ (1.1.1)_დან 

ვღებულობთ  cosγ=cos θ', Aამიტომ γ=θ'. 

გ ა ნ ს ა ზ ღ ვ რ ე ბ ა  1.1.1. ვთქვათ f ∈ L(S2). ინტეგრალს 

       )()(
2

),(1
4

1);( 2

2

ydSyfyxnxfV
n

S
n ∫ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++

=
π

                   (1.1.2)        

ეწოდება ვალე_პუსენის სინგულარული ინტეგრალი R3_ში. 

ცნობილია, რომ [5] 

              .
1

4)(
2

),(1 2

2 +
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +
∫ n

ydSyx

S

n π                                                   (1.1.3)         

D3_ით აღვნიშნოთ ლაპლასის ოპერატორი S2 სფეროზე ანუ R3_ში ლაპლასის 

ოპერატორის კუთხური ნაწილი, რომელიც ჩაწე- რილია სფერულ 

კოორდინატებით [5] 

                 .
sin

1sin
sin

1
2

2

23 ϕθθ
θ

θθ ∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

=D  

 f  ფუნქციის x∈S2   წერტილზე ლაპლასის განზოგადოებული Δ f(x)   

ოპერატორი განისაზღვრება ტოლობით:  

                    ,

2
sin

)()()(
sinh2
1

lim)(
2

);(

0 h

xfydSyf
xf hxC

h

−

=Δ
∫

→

π
 

ხოლო ლაპლასის მეორე რიგის განზოგადოებული ოპერატორი 
2

Δ f(x)-ტოლობით: 

                     .

2
sin

4
1

2
sin)()()()(

sinh2
1

lim)(
2

2

);(

0

2

h

hxfxfydSyf
xf hxC

h

Δ−−

=Δ
∫

→

π
 

ახლა განვსაზღვროთ ლაპლასის უფრო განზოგადოებული  ოპერატორი: 
~
Δ
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( ) ( ) ,

2
sin

2
1

)()()(
;

1

lim)(
2

;

2

0

~

h

xfydSyf
hxD

xf hxD

h

−

=Δ
∫

→
                                       

                                                        ხოლო მეორე 

რიგის ოპერატორი 
2~

Δ  განისაზღვრება ტოლობით: 

   
( )

.

2
sin

24
1

)(
2

sin
12
1

2
sin

2
1)()()(

2
sin4

1

lim)(
4

42
~

;

2

2

0

2~

h

ydShhxfydSyf
h

xf
hxD

h

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Δ−−

=Δ

∫

→

π
 

ვთქვათ Rk k    (k≥ 3) განზომილებიანი ევკლიდეს სივრცეა. (x,y)_ით 

აღვნიშნოთ x, y∈ Rk   ვექტორების სკალარული ნამრავლი.  

Sk-1_ით  Rk_ში ერთეულოვანი სფეროს, რომლის ცენტრი ძევს კოორდინატთა 

სათავეში. 

Ck-2(x,h)={t : t∈Sk-1, (x,t)=cosh, 0<h≤π},  

Dk-1(x,h)={t : t∈Sk-1, (x,t)>cosh, 0<h≤π}, 

Ck-2(x,h) da Dk-1(x,h)_ის შესაბამისად (k-2) და (k-1) განზომილე-ბიანი 

ფართობი აღვნიშნოთ ׀Ck-2(x,h)׀ და ׀Dk-1(x,h)׀_ით. 

ცნობილია, რომ ([16] გვ. 52)  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Γ
=

−
−

−

2
1

sin2),(
22

1

2

k
hhxC

k
k

k π , 

.sin

2
1

2),(),(
0

2
2

1

0

21 ∫∫ −

−

−−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Γ
==

h
k

k
h

kk d
k

dxChxD γγπγγ  

Sk-1  სფეროზე ლაპლასის ოპერატორი აღვნიშნოთ Dk_თი ანუ  Rk_ში ლაპლასის 

ოპერატორის კუთხური ნაწილი, რომელიც ჩაწერილია სფერულ კოორდინატებით 

([17] გვ. 54): 
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.
sinsinsinsin

1

sin
sinsinsinsin

1

sin
sinsin
1sin

sin
1

2

2

2
2

3
2

2
2

1
2

2
2

223
2

2
2

1
2

2
2

3

22
3

1
2

1
1

2

11
2

ϕθθθθ

θ
θ

θθθθθ

θ
θ

θθθθ
θ

θθ

∂
∂

⋅⋅⋅
+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

⋅
⋅⋅⋅

+

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=

−−

−
−

−−−

−
−

−
−

kk

k
k

kkk

k
k

k
kkD

 

 

 f ფუნქციისთვის ლაპლასის განზოგადოებული )(xfΔ  ოპერატორი x∈Sk -1 

წერტილზე განისაზღვრება შემდაგნაირად: 

        

2
sin

1
2

)()()(
);(

1

)(
2

),(

2
2

0

2

lim h
k

xfydSyf
hxC

xf hxC

k
k

h

k

−

−

=Δ
∫

−

−
−

→

,                           

ხოლო მეორე რიგის )(2 xfΔ  ოპერატორ განისაზღვრება ტოლობი-დან: 

( )

.cosh)1()(
2

sin
2

2
12

2
1

)(
2

sin

2
sin

2
2

12

2
11

1
2

1
2

1

)()()(
sin
2

1

2242

),(

22
22

2

−+Δ
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Γ
+Δ⋅

⋅
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Γ−
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Γ
+=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Γ

∫
−

−

−−

oxfh
k

k

xfh

h
k

kk

k

k

xfydSyf
hS

k

hxC

k
kk

k

 

 

f ფუნქციის x∈ Sk -1 წერტილზე ლაპლასის უფრო განზოგადოე-ბული  

ოპერატორი განისაზღვრება ტოლობით                  

      ,

2
sin

1
2

)()()(
);(

1

)(~
2

);(

1
2

0

2

lim h
k

xfydSyf
hxD

xf hxD

k
k

h

k

+

−

=Δ
∫

−

−
−

→

                 ხოლო 

მეორე რიგის  ოპერატორი კი ტოლობით: 
2~

Δ
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( )

.cosh)1()(~
2

sin
2

2
12

2
1

)(~
2

sin
2

sin
2

2
12

2
11

1
2

1
2

1

)()()(
);(

1

224

2

);(

21
1

1

−+Δ
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Γ
+

+Δ
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Γ−
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Γ
+=∫

−

−

−

oxfh
k

k

xfhh
k

kk

k

k

xfydSyf
hxD hxD

k
k

k

 

Lp(Sk-1)_ით აღვნიშნოთ  p ხარისხით ჯამებად ფუნქციათა სივრცე Sk-1_ზე; C(Sk-

1)_უწყვეტ ფუნქციათა სივრცე  Sk-1_ზე. ამ სივრცეში ელემენტთა ნორმა 

განვსაზღვროთ ტოლობებით: 

.|)(|
1

max
)1(

||||,

1

)(1|)
1

(|)1( Pf
kSP

kSC
f

p
QkdSp

kS

QfkSpLf
−∈

=−⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
∫
−

=−

 

[2]_დან გამომდინარე, შემოვიღოთ  

გ ა ნ ს აზღვრ ე ბ ა  1 . 1 . 2 .  ვთქვათ  f∈L(Sk-1). P∈ Sk-1  წერტილს ეწოდება  f(P)  

ფუნქციის  D წერტილი, თუ 

       [ ] .0)()()(1lim 1

),(
10

1

=− −
−→ ∫

−

QdSPfQf
h

k

hPD
kh

k

 

 

შემოვიყვანოთ ჰიპერსფერზე განსაზღვრული ფუნქციისთვის უწყვეტობის 

მოდულის, სიგლუვის მოდულის, ინტეგრალური უწყვეტობის მოდულის და 

იტეგრალური სიგლუვის მოდულის ცნებები: 

 f(P)∈C(Sk-1)  ფუნქციის უწყვეტობის მოდული განვსაზღვროთ ტოლობით:  

       

.)()(
|)(|

1)(sup

||)()(
|)(|

1)(||sup),(

.

)(
2

0

)(
)(2

0

21

2

1

max ∫

∫

−−

−

−

−
∈≤<

−
≤<

−=

=−=

PC
k
hSPh

PC
SCk

hh

k
h

k

k
h

k

QdSQf
PC

Pf

QdSQf
PC

Pff

δ

δ
δω

 

  f(P)∈C(Sk-1)  ფუნქციის სიგლუვის მოდული განვსაზღვროთ 
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ტოლობით: 

        

.)()(
|),(|

1)(sup

.||)()(
|),(|

1)(||sup),(

),(
1

0

),(
)(1

0

*

11

1

1

max ∫

∫

−−

−

−

−
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−
≤<
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hPD
k

SPh

hPD
SCk

h

kk

k

k

QdSQf
hPD

Pf

QdSQf
hPD

Pff

δ

δ
δω

  

Lp(Sk-1) (1≤p≤∞)  სივრცეში უწყვეტობის იტეგრალური მოდული 

განვსაზღვროთ ტოლობით: 

,)(||)()(
|),(|

1)(sup

||)()(
|),(|

1)(||sup),(

1

),(
)(2

0

),(
)(2

0

1 2
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p

S

p

hPC
SLk
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hPC
SLk
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k
p

k

k
pkSpL

PdSQdSQf
hPC
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QdSQf
hPC

Pff
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⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=−=

∫ ∫

∫

− −

−

−

−
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−
≤<

δ

δ
δω

 

ინტეგრალური სიგლუვის მოდული, კი ტოლობით: 

.)()()(
|),(|

1)(sup

||)()(
|),(|

1)(||sup),(

1

),(
1

0

),(
)(1

0

*

1 1

1

1
)1(

pp

S hPD
k

h

hPD
SLk

h

PdSQdSQf
hPD

Pf

QdSQf
hPD

Pff

k k

k

k
pkSpL

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=−=

∫ ∫

∫

− −

−

−
−

−
≤<

−
≤<

δ

δ
δω

 

შესაბამისად განვსაზღვროთ განზოგადოებული უწყვეტობის სიგლუვის, 

უწყვეტობის ინტეგრალური და ინტეგრალური სიგლუვ-ის მოდულები:  

( ) ( )
( )2

0 1
;; sup
c
cff

c +
=Ω

≥

δωδ ;       ( ) ( )
( )2

*

0

*

1
;; sup
c

cff
c +

=Ω
≥

δωδ  ;                          

( ) ( )

( )

( )2
0 1

;
;

1

1 sup
c

cf
f

kSpL

k
p

c
SL +

=Ω
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

−

≥

δω
δ ; ( ) ( )

( )

( )2

*

0

*

1

;
;

1

1 sup
c

cf
f

kSpL

k
p

c
SL +

=Ω
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

−

≥

δω
δ .     (1.1.6.) 

ცნობილია, რომ ასეთნაირად განსაზღვრულ უწყვეტობის და სიგლუვის 

მოდულებს აქვთ თვისებები: 

 

1. Ω(f;δ),  Ω * (f;δ),  Ω(f;δ)
)( 1−k

p SL
, Ω * (f;δ)

)( 1−k
p SL

,  ω(f,δ), ω * (f,δ),   ω(f;δ)
)( 1−k

p SL
  

da ω * (f;δ)
)( 1−k

p SL
  არ არის კლებადი. 
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2. Ω(f;δ) ≤ 2||f||
)( 1−kSC
,   Ω(f;δ)

)( 1−k
p SL

≤  2||f||
)( 1−k

p SL
,           Ω * (f;δ) ≤ 2||f||

)( 1−ksc
, 

Ω * (f;δ)
)( 1−k

p SL
≤2||f||

)( 1−k
p SL

.                   

3. Ω(f1+f2;δ) ≤ Ω(f1;δ) +Ω(f2;δ);                                             Ω * (f1+f2;δ) 

≤Ω * (f1;δ)+Ω * (f2;δ); Ω(f1+f2;δ) )( 1−k
p SL

≤Ω(f1;δ) )( 1−k
p SL

+Ω(f2;δ) )( 1−k
p SL

; 

Ω * (f1+f2;δ) )( 1−k
p SL

≤Ω * (f1;δ) )( 1−k
p SL

+Ω * (f2;δ) )( 1−k
p SL

.  

4. ω * (f,δ)≤ W(f,δ),   ω * (f;δ)
)( 1−k

p SL
 ≤ cpω(f;δ)

)( 1−k
p SL

.  

5. 0(f,lim
0

=)
→

δω
δ

,     0(f, )(
0

1lim =) −

→
k

p SLδω
δ

. 

6. თუ 0(f,
2

0
lim =

)

→ δ
δω

δ
, maSin f(P)=const. 

7.თუ 0
);(
2

)(
*

0

1

lim =
Ω −

→ δ

δ

δ

k
p SL

f
, maSin  f(P)=const თითქმის ყველგან     Sk-1-ზე. 

8. Ω(f;λδ)≤(1+λ)2 Ω(f;δ) ,  Ω * (f;λδ)≤(1+λ)2 Ω (f;δ), *

Ω(f;λδ) ≤(1+λ)2 Ω (f;δ),  Ω (f;λδ) 
)
≤(1+λ)2 Ω*(f;δ) 

)
. 

)( 1−k
p SL )( 1−k

p SL
*

( 1−k
p SL ( 1−k

p SL

  

 

გ ა ნ ს აზღვრ ე ბ ა  1 . 1 . 3 . თუ  

     ( )
αδδ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤Ω

2
sin; Af     (0<α ≤2)  

     ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤Ω

αδδ
2

sin;* Af , 

მაშინ ვიტყვით, რომ f აკმაყოფილებს ლიფშიცის (განზოგადოე-ბულ) პირობას C 

მეტრიკაში და ვწერთ:  Lipf α∈ , ( ) Lipf *α∈ . 

 

 

გ ა ნ ს აზღვრ ე ბ ა  1 . 1 . 4 . თუ  

      ( ) ( )
αδδ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤Ω −

2
sin; 2 Af k

p SL           (0<α ≤2) 
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      ( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤Ω −

αδδ
2

sin; 2
* Af k

p SL , 

მაშინ ვიტყვით, რომ f  აკმაყოფილებს ლიფშიცის (განზოგადოე-ბულ) პირობას Lp 

მეტრიკაში და ვწერთ  p);Lip(f α∈  ( )p);(Lipf * α∈ .    

 

§.1.2.  ვალე_პუსენის ინტეგრალის ზოგიერთი თვისება 

      

გ ა ნ ს აზღვრ ე ბ ა  1 . 2 . 1 . ვთქვათ f∈L(Sk-1). ინტეგრალს  

).()(
2

),(1

2
12

)1(),(
12

1
1

QdSQfQP
kn

knPfV
n

S
k

k
n

k
∫
−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+Γ

−+Γ
= −

− π
          (1.2.1) 

ეწოდება ვალე_პუსენის სინგულარული ინტეგრალი. 

ცნობილია, რომ ([2] გვ. 3) 

                .
)1(

2
1

2)(
2

),(1 2
1

1

1 −+Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+Γ
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ + −

−∫
− kn

kn
QdSQP k

k
n

S k

π                        (1.2.2) 

[17]_ში დამტკიცებულა შემდეგი ლემა: 

ლე მ ა  A . ვთქვათ [0 ; π] სეგმენტზე მოცემულია ისეთი f(t) ფუნქცია , რომ 

f(t)sink-1t∈L(0 ; π)  (k>1ნატურალური რიცხვია) და  

                  ∞<
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= ∫ −

≤<

h
k

k
h

tdttf
h

M
0

1

0
|sin)(|1sup

π
. 

ყოველი არაუარყოფითი არაზრდადი g(t)∈L(0;π) ფუნქციისთვის  

                                                      ინტეგრალი 

არსებობს და სამართლიანია უტოლობა  

∫ −
t

k tdttgtf
0

1sin)()(

                     . dttgtkMtdttftg
o

kk )(|sin)()(|
0

11∫ ∫ −− ≤
π π

ამ ლემის დახმარებით დავამტკიცოთ თეორემა Sk-1_ზე ვალე_ პუსენის 

ინტეგრალის თითქმის ყველგან კრებადობაზე.  

თეორე მ ა  1 . 2 . 1 . თუ  f(P)∈L(Sk-1), მაშინ ამ ფუნქციის ყველა D წერტილზე  

               Vn(f,P)=f(P). 
∞→n

lim

 17



დამტკიცება. (1.2.1) და (1.2.2)_დან გვაქვს      

( ) ( )[ ] ).()(
2

),(1

)
2

1(2

)1(),(
12

1
1

QdSPfQfQP
kn

knPfPfV
n

S
k

k
n

k

−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

−
+Γ

−+Γ
=− ∫

−
−

− π
 

ავიღოთ ε>0 და ვიპოვოთ δ>0 ისეთი, რომ 0<h≤δ_სთვის ადგი-ლი ჰქონდეს 

უტოლობას  

        ( ) ( )( ) ( )
( )

( ) .1

0 cos;
1 ∫ ∫ <

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
=

−

h

P
k dQdSPfQf

h
εγ

γθ

             განვიხილოთ 

გამოსახულება 
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),(1
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1
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n
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n

kk

k

+=−⎥⎦
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−
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−
+Γ
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∫

∫
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−

−
−

−
−

δ

δ

π
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Lლემა A_ს ძალით I1_სათვის გვაქვს 
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(1.2.11), (1.2.12) და (1.213)_დან ვღებულობთ (1.2.10)_ს. 

  თეორემა დამტკიცებულია. 

დამტკიცებული თეორემა გვიჩვენებს, რომ ვალე_პუსენის ინტეგრალი 

მიუხედავად მისი ზოგადობისა (უწყვეტი ფუნქციის ვალე_პუსენის ინტეგრალი  

თანაბრად უახლოვდება ამ ფუნქციას), გვაძლევს 
n
1  რიგის მიახლოებას და უფრო 

მეტიც, f  ფუნქციის სტრუქტურული თვისებების ნებისმიერი სახის გაუმჯობესება 

არ გვაძლევს უკეთესი რიგის მიახლოებას. 

   

§1.3. ვალე_პუსენის გადიფერენცირებული ინტეგრალის კრებადობა 
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 ლემ ა  1 . 3 . 1 . სამართლიანია შემდეგი ტოლობები: 

 26



).1(
2

sinsin|)(|.4

;
65

651
2
1

2
sinsin)(.3

;0|)(|maxlim.2

;0sin)(.1

4

0

2
3

2
4

0

2
3

2
30

0

2
3

OdD

nn
ndD

D

dD

n

n

nn

n

=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

++
+

−=

=

=

∫

∫

∫

≤≤<∞→

γγγγφ

π
γγγγφ

γφ

γγγφ

π

π

πγδ

π
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შესაბამისად, მე_4_ს დასამტკიცებლად საკმარისია განვიხი- ლოთ შემდეგი 

ინტეგრალი: 

       

.
2

sinsin
2
cos1

2
cos)1(

2
cos2)1(

4
)1(

4
2

42222
2

2

2

γγγγ

γγ
π

d

nnnnnI

n

E
n

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎥⎦
⎤+⎢⎣

⎡ +−−
+

−= ∫
 

 28



   

( )
( )

( )

( )

( )
( ) ( )( ) ,114

)12(
!1
!2!2

8
)12(

2
sinsin

2
cos1

4
)1(

2
sinsincos1

1
12

4
)1(

2

222

4

0

22

4
1

12arccos2

1
12arccos2

2
2

22

2

2

22

2

22

+−
−

=
+
−−

=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

≤

≤+
+
−+

≤

∫

∫

−

+

−+

+

−−

−

nn
nn

n
nnn

dnn

d
n
nnnI

n

n
nn

n
nn

n
n

ππ

γγγγ
π

γγγγ
π

π

             მაგრამ  

                   ( )( )
.

2
1

114
)12(

2

2

ππ
=

+−
−

∞→ nn
nnLim

n
                                                  (1.3.2)          

(1.2.2)_ის გამოყენებით, უტოლობიდან  
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აქედან (1.3.3) ტოლობის გამოყენებით გამოდის 4_ის სამართლიანობა . 

თეორ ე მ ა  1 . 3 . 1 .  ვთქვათ  f∈L(S2). თუ x∈S2 წერტილზე არსებობს სასრული  

Δ 2f(x) , მაშინ 
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და მტ კ ი ც ე ბ ა . თუ x(θ,φ)_ს მივიღებთ კოორდინატთა სათავედ, მაშინ (1.3.3) 
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ვთქვათ ε>0 ნებისმიერი რიცხვია. ავიღოთ ისეთი δ>0 , რომ 
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როცა 0<γ<δ. 

   შემდეგ 
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ლემა 1.3.1_ის და (1.3.3)_ის ძალით  

      .04321 ====
∞→∞→∞→∞→

ILimILimILimILim
nnnn

                      შესაბამისად , 

( ) ( ).; 22
3 xfxfVDLim nn
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∞→

 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ანალოგიურად    მტკიცდება შემდეგი თეორემა: 

თეორ ე მ ა  1 . 3 . 2 .  თუ Δ 2f(x) ∈C(S2), მაშინ  

                          D Vn(f;x)=
∞→n

lim 2
3 Δ 2f(x)                                      თანაბრად x_ის მიმართ 

S2ზე. 

ისევე, როგორც სამ გამზომილბიან სივრცეში, k გამზომილბიან სივრცეში 

სამართლიანია შემდეგი: 

  

ლემ ა  1 . 3 . 2 .  მართებულია შემდეგი ტოლობები:  

                      1.  ( ) .0sin 2

0

2 =Φ −∫ γγγ
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dD k
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0
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n

D  

                      3. ( ) )1(
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0

2 odD k
nk =Φ −∫ γγγγ

π
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                      4. ( ) )1(
2

sinsin 42
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2 odD k
nk =Φ −∫ γγγγ

π

. 

 

 ლემ ა  1 . 3 . 3 .  სამართლიანია შემდეგი ტოლობები:  

                   1. . ( ) 0sin 2
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თეორ ე მ ა  1 . 3 . 3 . ვთქვათ f ∈L(Sk-1) , თუ  x∈ Sk-1 წერტილზე არსებობს 

)(2 xfΔ , მაშინ  

                          ( ) )(; 22lim xfxfVD nk
n

Δ=
∞→

. 

თეორ ე მ ა  1 . 3 . 4 .  თუ )()( 12 −∈Δ kSCxf , მაშინ  

                           ( ) )(; 22lim xfxfVD nk
n

Δ=
∞→

                            თანაბრად 

x_ის მიმართ S2 -ზე. 

თეორ ე მ ა  1 . 3 . 5 .     ვთქვათ f ∈L(Sk-1). თუ x∈Sk-1 წერტილზე არსებობს 

)(~2 xfΔ , მაშინ  

                             ( ) ).(~; 22lim xfxfVD nk
n

Δ=
∞→

 

თეორ ე მ ა  1 . 3 . 4 .  თუ ( )12 )(~ −∈Δ kSCxf , მაშინ  

                             ( ) )(~; 22lim xfxfVD nk
n

Δ=
∞→

 

თანაბრად x_ის მიმართ S2 ზე. 
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ΙΙ-თავი 

 

განზოგადოებულ სფერულ ფუნქციათა სისტემის მიმართ ფურიეს მწკრივის 

შეჯამებადობა 

 

§ 1. განსაზღვრებები და აღნიშვნები 

დაუშვათ ერთეულოვან სფეროს ზედაპირზე მოცემულია ვექ-ტორ ფუნქცია 

v(θ,φ), რომლის კომპონენტებსაც სფერულ კოორდი-ნატთა სისტემაში აქვს სახე: 

                   vρ=vxsinθcosφ+vysinθsinφ+vzcosθ 

                   vθ=vxcosθcosφ+vycosθsinφ−vzsinθ 

                   vφ=vxsinφ+vycosφ 

 

ლაპლასის განტოლების 0=ΔU  ამონახსნებს აქვთ სახე (იხ.[2] ან [5], გვ. 200) 

                ( )ϕϑρ ;lm
l

lm YU =  

სადაც θ და φ სფერული კოორდინატებია, ხოლო Ylm არის l რიგის სფერული 

ფუნქცია, რომელიც გამოისახება ფორმულით 

( )
( ) ( ,cos

!
!

2
12

2
1 θ
π

ϕ m
l

im
lm P

ml
mlllY

+
−

⋅
+

= )          (-l≤m≤l),           სადაც 

Plm(cosθ) ლეჟანდრის მიკავშირებული ფუნქციაა. 

( ) ( ) ( ) ( ) .11
!2

1 222 l

ml

mlm

l

l
m

l d
d

l
P μ

μ
μμ −−

−
= +

+

 

ფუნქციები Ulm არიან l რიგის ერთგვაროვანი ჰარმონიული მრავალწევრები 

დეკარტის x 1, x 2 , x 3 კოორდინატების მიმართ. 

კოორდინატთა სისტემის ბრუნვის შედეგად ერთგვაროვანი მრავალწევრი 

გადადის იგივე ხარისხის ერთგვაროვან მრავალწევრ-ში. Mმეორეს მხრივ, ასეთი 

ბრუნვის დროს ლაპლასის ოპერატორი ინარჩუნებს სახეს, ე.ი. ′′′Δ=Δ
321321 xxxxxx . 

ამიტომ, ნებისმიერი ერთგვაროვანი ჰარმონიული მრავალწევრი ასეთი ბრუნვის 

შედეგად გადადის იგივე ხარისხის  ერთგვაროვან ჰარმონიულ მრავალწევრ-ში. 

ამიტომ,  

( ) ( .,,,, 321ln321 ∑ ′′′=
n

l
mnlm xxxUTxxxU )                                ამრიგად 
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( ) ( .,, ln∑ ′′=
n

l
mnlm YTY ϕθϕθ )

)

)

)

)

 

კოეფიციენტები , ცხადია დამოკიდებულია ეილერის კუთხეებზე, ე.ი. l
mnT

                                           სადაც 

0≤φ1≤2π,  0≤θ<π,  0≤φ2<2π. 

( ,,, 21 ϕθϕl
mn

l
mn TT =

( 21 ,, ϕθϕl
mnT  ფუნქციებს უწოდებენ განზოგადოებულ სფერულ ფუნქციებს, 

ვინაიდან ზოგიერთ კერძო შემთხვევებში ისინი ემთხვევიან ჩვეულებრივ 

სფერულ ფუნქციებს ([5], გვ.214). განზოგადოებული სფერული ფუნქციები 

ფართოდ გამოიყენება კვანტურ მექანიკაში და ატომურ ფიზიკაში [1], [2], [3], 

[4]. 

ფუნქციებს  აქვთ შემდეგი სახე [2] ( 21 ,, ϕθϕl
mnT

( ) ( ) ( ,cos,, 21
21 θϕθϕ ϕϕ l
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nmil

mn PlT +−=                                                                         სადაც  
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.cosθμ =  

განზოგადოებულ სფერულ ფუნქციებს და ჩვეულებრივ სფერულ ფუნქციებს 

შორის კავშირი მოიცემა ტოლობებით ([5], გვ.207). 

       ( ) ( ),,
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4,, 1210 ϕθπϕθϕ lm
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m Y
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T
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       ( ) ( ) ( ),,
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41,, 2210 ϕθπϕθϕ lm
nl

n Y
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T
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        ( ) ( ,cos,, 2100 θϕθϕ l
l PT = )

სადაც  ჩვეულებრივი სფერული ფუნქციაა, ხოლო  ლეჟანდრის პოლინომია. lmY lP

ცნობილია, რომ [2] განზოგადოებული სფერული ფუნქციები 
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ϕθθ
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ctg  

ოპერატორის საკუთრივი ფუნქციებია საკუთრივი მნიშვნელობებით    -l(l+1) 
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განზოგადოებულ სფერულ ფუნქციათა ერთობლიობა ( )21 ,,12 ϕθϕl
mnTl +  

ადგენენ სრულ ორთონორმირებულ სისტემას f(φ1,θ,φ2) ფუნქციათა სივრცეში, 

სადაც სკალარული ნამრავლი განსაზღვრულია ტოლობით 

( ) ( ) ( ) .sin,,,,
8

1, 21212211

2

00

2

0
221 ϕθϕθϕθϕϕθϕ

π

πππ

dddffff ∫∫∫=  

შრომებში [7], [8], [9] შესწავლილია განზოგადოებულ სფერულ ფუნქციათა 

სისტემის მიმართ ფურიეს მწკრივის წერტილოვანი, აბსოლიტური და თანაბარი 

კრებადობა. ამ მწკრივების (C,α) მეთოდით შეჯამებადობის საკითხები 

შესწავლილი იყო ნ. მაჭარა-შვილის მიერ [9], [10], [11], ხოლო აბელის მეთოდით 

შეჯამებადობა განხილული იყო ს. თოფურიას მიერ [22]. 

განვსაზღვროთ  v(θ,φ)  ფუნქციის კომპონენტების კომბინა-ციები [2]  

                      v0=vr, v 1=−
2

1 (vφ+ivθ), v -1=
2

1 (vφ−ivθ)                                         და 

დავშალოთ ისინი განზოგადოებულ სფერულ ფუნქციათა სისტემის მიმართ  
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განზოგადოებული სფერული ფუნქციებია, 

],)1()1[()1()1(
)!()!(
)!()!(

)!(2
)1()( 22 mlml

nl

nlmnmn

l

mnmn
l

mn d
d

nlml
nlml

ml
iP +−

−

−+
−

−
−−−

+−+−
−+
+−

−
−

= μμ
μ

μμμ

 ხოლო 

                ''''
2

0 0

sin)0,,
2

(),(
4

12 ϕθθθϕπϕθ
π

ππ

ddTvlC l
mnm

l
mn ′−′′+

= ∫ ∫             

ფურიეს კოეფიციენტება. 

ვთქვათ Δ  ლაპლასის ოპერატორია , ხოლო D3_ლაპლასის ოპერატორი შ2 

სფეროზე ([18], გვ 14) 
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ცნობილია , რომ [1] 
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(2.1.1) მწკრივის აბელის საშუალოები  
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გ ა ნ ს აზღ ვრ ე ბ ა  2 . 1 . 1 .  (2.1.1) მწრივებს უწოდებენ S რიცხვის-კენ აბელის 

A მეთოდით შეჯამებადს (1, θ0 ,φ0)  წერტილში, თუ  

                                   Svu m =
−→

),,(lim 00;1
ϕθρ

ρ
 

გ ა ნ ს აზღ ვრ ე ბ ა  2 . 1 . 2 . (2.1.1) მწრივებს უწოდებენ S რიცხვის-კენ აბელის 

A* მეთოდით შეჯამებადს (1, θ0 ,φ0)  წერტილში, თუ  

                                Svu m =
∧
→

),,(lim ;
),(,),,( 00

ϕθρ
ϕθϕθρ

, 

სადაც    სიმბოლო ნიშნავს , რომ (ρ,θ ,φ) წერ- ტილი 

მიისწრაფის (1, θ0, φ0)  წერტილისკენ სფეროს არამხები    მიმართულებით . 

),,1(),,( 00 ϕθϕθρ
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r vuD  იყოს (2.1.1) მწკრივზე D 3

r  ოპერატორის მოქმედებით  

მიღებული მწკრივის აბელის საშუალოები, ე.ი.  
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განვსაზღვროთ ვალე_პუსენის წარმოებულის ანალოგი სფერო-ზე მოცემული 

ფუნქციისათვის ([20] , გვ. 65_72). 

გ ა ნ ს აზღ ვრ ე ბ ა  2 . 1 . 3 .   თუ არსებობს რიცხვები a0, a1, ...,ar ისეთი , რომ x 

წერტილის რაიმე მიდამოში სრულდება ტოლობა  
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     § 2. განზოგადოებული სფერული ფუნქციათა სისტემის მიმართ 
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(2.1.2.)_ის გათვალისწინებით ვღებულობთ (2.2.1). 

განზოგადოებული სფერული ფუნქციების შეკრების ფორმულ-ის [2] და 

(2.1.3)_ის გამოყენებით 
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ხოლო 
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(2.2.3)_ის ძალით ცხადია , რომ  
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[10]_დან ცნობილია: 
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ლემ ა  E . ნებისმიერი r∈N_სთვის სამრთლიანია ტოლობა 
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(2.2.9)_ის , ლემა E და ლემა 2.2.1_ის ძალით ვღებულობთ : 
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ლემა E._ს მეორე ტოლობის და ლემა 3.2.1_ის ძალით ვღებულობთ თეორემა 

2.2.1_ის სამართლიანობას. 
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და მტ კ ი ც ე ბ ა . ცნობილია, რომ ([12] , ლემა 3.4.5.) 
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აქედან ლემა E._ს ძალით ვღებულობთ (2.2.12.)_ის სამართლი- ანობას. 

ლემ ა  2 . 2 . 3 .  თუ ( ) ,0, =Δ ϕθ
ν
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−→ 0031
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ρ

ეს ლემა მტკიცდება ლემა D_ს ანალოგიურად.    
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თეორ ე მ ა  2 . 2 . 3 . ვთქვათ v(θ,φ)∈L(S2). თუ r∈N_სთვის არსე- ბობს 
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თეორემა 2.2.3. დამტკიცებულია. 

[23]_ში დამტკიცებულია შემდეგი: 

ლემ ა  F . თუ მოცემულია ( )xai  i=0,1,…,r ფუნქცია , მაშინ არსებობს ფუნქცია 
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ამ ლემის დახმარებით, ისევე როგორც თეორემა 2.2.2 და თეო- რემა 2.2.3 

შეიძლება დამტკიცდეს. 
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