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რეზიუმე 

ნაშრომში ”სტაციონარული სტატისტიკური სტრუქტურების 
აგებულების შესახებ” განხილულია სტაციონარული სტატისტიკური 
სტრუქტურების  ზოგადი თეორიის ზოგიერთი ასპექტი.  

ნაშრომში განხილულია  სიმრავლეთა თეორიის,  ზომის თეორიის, 
ალბათობის თეორიის, მათემატიკური სტატისტიკის, მათემატიკური 
ანალიზისა და ფუნქციონალური ანალიზის ის  ძირითადი ცნებები და 
დამხმარე დებულებები,  რომლებიც არსებითად გამოიყენება აღნიშნულ  
კვლევებში. 

დისერტაციის გარკვეული ნაწილი ეთმობა  სტაციონარული 
სტატისტიკური სტრუქტურების ძირითადი თვისებების შესწავლას  
ერგოდული თეორიის (ე.ი. ინვარიანტული და კვაზი-ინვარიანტული 
ზომების) თვალსაზრისით. კერძოდ, განიხილება ამოცანა, თუ რა 
მიმართებაშია ერთმანეთთან სტაციონარული ალბათური ზომები  და  
ალბათური ზომის  შემნახავი  გარდაქმნები.  დისერტაციის გარკვეული 
ნაწილი ეთმობა პოლონური სივრცის G-ხარისხზე ელემენტარულ 
სტაციონარულ ალბათურ ზომათა სივრცის  თვისებების შესწავლას. 
კერძოდ, განიხილება ამავე სივრცეში ბაზისის არსებობისა  და მისი 
სიმძლავრის შეფასების  ამოცანა. ამ ამოცანების გადასაჭრელად,  ნაშრომში  
შეისწავლება ზომად ინვარიანტულ სივრცეზე განსაზღვრული  მეტრიკული  
ტრანზიტულობის თვისების მქონე   -სასრულო  ინვარიანტული ზომების 
სივრცე და ამავე  სივრცეში ბაზისის არსებობისა  და მისი სიმძლავრის 
შეფასების  ამოცანა.  აღნიშნული ამოცანის გადასაჭრელად გამოიყენება  
ზომის თეორიის ისეთი ცნობილი მეთოდები, როგორიცაა კარათეოდორის 
თეორემა ალგებრიდან  ამავე ალგებრით განსაზღვრულ მინიმალურ  -
ალგებრაზე ალბათობის გაგრძელების შესახებ,  ხანის თეორემა,  რადონ-
ნიკოდიმის თეორემა, მეტრიკული ტრანზიტულობის მქონე  სრული  -
სასრულო  ინვარიანტული ზომების თვისებები   და სხვა.  

დისერტაციის გარკვეული ნაწილი ეთმობა ასევე ერგოდული და 
არაერგოდული სტაციონარული სტოქასტური პროცესების აგების ამოცანას 
სხვადასხვა   ალბათურ  სივრცეებში.  

ნაშრომის ერთი ნაწილი ეძღვნება  წყვილ-წყვილად ორთოგონალური 
არაელემენტარული არასეპარაბელური დიფუზიური სტაციონარული 
პროცესების სიმრავლურ-თეორიული მახასიათებლების შესწავლას. აქ 
განიხილება ა. სკოროხოდის მიერ 1981 წელს  შემოტანილი ალბათურ 
ზომათა სხვადასხვა (ორთოგონალური, სუსტად განცალებადი, ძლიერად 
განცალებადი, ძალდებული შეფასების მქონე ) ოჯახების კლასიფიკაცია. 
უნდა აღინიშნოს, რომ სტატისტიკურ დაშვებათა თეორიაში ალბათურ 
ზომათა სუსტად განცალებადი ოჯახიდან შესაბამის ძლიერად განცალებად 
ოჯახზე გადასვლის ამოცანა დღესაც არ კარგავს თავის აქტუალობას. ამ 
მიმართულებით საინტერესოა  1981 წელს ა. სკოროხოდის მიერ მიღებული 
შედეგი, რომლის თანახმადაც კონტინუუმ ჰიპოთეზის მართებულობის 
შემთხვევაში ალბათურ ზომათა ყოველი სუსტად განცალებადი ოჯახი, 
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რომლის სიმძლავრე არ აღემატება კონტინუუმს, არის ძლიერად განცალე-
ბადი. შებრუნებული დებულების მართებულობა დამტკიცდა გ. ფანცულაიას 
მიერ  1989 წელს. კერძოდ, ნაჩვენები იყო, რომ თუ ალბათურ ზომათა 
ყოველი სუსტად განცალებადი ოჯახი, რომლის სიმძლავრე არ აღემატება 
კონტინუუმს, არის ძლიერად განცალებადი, მაშინ მართებულია 
კონტინუუმ ჰიპოთეზა. მარტინის აქსიომის გამოყენებით, ზ.ზერაკიძემ  
1984  წელს  ნაშრომში დაამტკიცა, რომ პოლონურ სივრცეზე განსაზღვრულ 
ბორელის ალბათურ ზომათა სუსტად განცალებადი ოჯახი არის ძლიერად 
განცალებადი, თუ პარამეტრთა სიმრავლის სიმძლავრე არ აღემატება 
კონტინუუმს. გ. ფანცულაიას მიერ  ეს შედეგი 2003 წელს განზოგადოებულ 
იქნა ისეთი სრული მეტრიკული სივრცეებისათვის, რომელთა ტოპოლოგიური 
წონები არ არიან ზომადი ფართე აზრით. სწორედ ამ თემატიკას  
განეკუთვნება ნამდვილ რიცხვთა ღერძზე განსაზღვრულ ძვრა-ზომათა  
თვლადი ხარისხებისათვის (რომლებიც წარმოადგენენ   ტოპოლოგიურ 
ვექტორულ სივრცეზე განსაზღვრულ სტაციონარულ ალბათურ ზომებს) 
სუსტად განცალებადი ოჯახიდან ძლიერად განცალებად ოჯახზე  
გადასვლისა  და  მათთვის  ძალდებული  შეფასების  აგების ამოცანები.  
მოცემულია  ამ ამოცანის გადაჭრის ორი მეთოდი. პირველი მეთოდი 
არსებითად იყენებს [0,1] ინტერვალზე უნიფორმულად განაწილებულ 
ნამდვილ რიცხვთა მიმდევრობების ტექნიკას, ხოლო  მეორე კი-დიდ 
რიცხვთა გაძლიერებული კანონს.  

ნაშრომის  გარკვეული ნაწილი ეთმობა   სტაციონარულ ალბათურ  
ზომათა სხვადასხვა ოჯახების აგებას უსასრულო კომბინატორიკის  
მეთოდებით. საყოველთაოდ ცნობილია, რომ  უსასრულო  კომბინატორიკის 
ზოგიერთი მეთოდი წარმატებით გამოიყენება მათემატიკის სხვადასხვა 
დარგში,   მაგალითად, ტოპოლოგიასა და ზომის თეორიაში. ამ მეთოდებს 
შორის განსაკუთრებული აღნიშვნის ღირსია უსასრულო ბაზისურ E  
სივრცეში დამოუკიდებელ სიმრავლეთა მაქსიმალური (სიმძლავრის 
თვალსაზრისით) ოჯახის აგების მეთოდი. სიმძლავრის თვალსაზრისით  
დამოუკიდებელ სიმრავლეთა მაქსიმალური  ოჯახის არსებობის ამოცანა 
პირველად განხილული იყო ტარსკის მიერ. მან დაამტკიცა რომ ეს 
სიმძლავრე ( )2card E  სიმძლავრის ტოლია. ამ შედეგმა ჰპოვა საინტერესო 
გამოყენება ზოგად ტოპოლოგიაში, რომლის საშუალებითაც დამტკიცდა,  
რომ უსასრულო ბაზისურ E სივრცეში ულტრაფილტრების კლასის 

სიმძლავრე 
( )22

card E

 სიმძლავრის ტოლია. ევკლიდეს 
n
E  სივრცის  შემთხვევაში,  

დამოუკიდებელ სიმრავლეთა მაქსიმალური ოჯახის მეთოდის  გამოყენებით, 
ა. ხარაზიშვილმა 1981 წელს  ააგო ამავე სივრცეზე განსაზღვრული ლებეგის 
ზომის არაელემენტარულ 

n
D -ინვარიანტულ წყვილ-წყვილად  ორთოგონალურ 

გაგრძელებათა მაქსიმალური  (სიმძლავრის თვალსაზრისით) ოჯახი, სადაც 

n
D  აღნიშნავს 

n
E  სივრცის ყველა იზომეტრიულ გარდაქმნათა ჯგუფს.  

განსაკუთრებული აღნიშვნის ღირსია ის ფაქტი, რომ შპილრაინ-მარჩევსკი 
იყო მათემატიკოსი, ვინც  ჯერ კიდევ 1946 წელს პირველად გამოიყენა  
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დამოუკიდებელ სიმრავლეთა  მაქსიმალური ოჯახის  მეთოდი ლებეგის 
ზომის არასეპარაბელური გაგრძელებების ასაგებად.  მოგვიანებით, 1950 
წელს   იგივე მეთოდი  გამოიყენეს  კაკუტანიმ, კოდაირამ და  ოქსტობიმ 
ლებეგის ზომის არასეპარაბელური გაგრძელებების ასაგებად. დამოუკიდებელ 
სიმრავლეთა  მაქსიმალური ოჯახის  მეთოდი გამოყენებულ იქნა ა. 
ხარაზიშვილის  მიერ   ევკლიდეს  

n
E   სივრცეზე  განსაზღვრული ლებეგის 

ზომის ისეთი არაელემენტარული 
n
D -ინვარიანტული გაგრძელების ასაგებად, 

რომელთანაც ასოცირებული მეტრიკული სივრცის ტოპოლოგიური წონა 
არის მაქსიმალური, კერძოდ, 2c  კარდინალური რიცხვის ტოლი, სადაც c  
აღნიშნავს კონტინუუმის სიმძლავრეს. გ. ფანცულაიას მიერ 2003 წელს  
გაზოგადებულ იქნა ტარსკის მიერ შემუშავებული დამოუკიდებელ 
სიმრავლეთა  მაქსიმალური ოჯახის  მეთოდი  და წარმატებით გამოყენებულ 
იქნა არათვლად ლოკალურად კომპაქტურ   -კომპაქტურ  ჯგუფზე 
განსაზღვრული ჰაარის ზომის სხვადასხვა (ელემენტარული, 
არაელემენტარული, სეპარაბელური, არასეპარაბელური და სხვა)  
ინვარიანტული გაგრძელებების ასაგებად. ამით მოხერხდა  ლებეგის ზომის  
ინვარიანტულ გაგრძელებათა  თეორიაში  ზემოთ აღნიშნული შედეგების  
განზოგადება.  დისერტაციის  შემდგომი ნაწილი ეძღვნება სწორედ  
გ.ფანცულაიას მიერ შემუშავებული დამოუკიდებელ სიმრავლეთა მეთოდის 
გამოყენებას ამჟამად  სტაციონარულ ალბათურ  ზომათა სხვადასხვა 
ორთოგონალური ოჯახების, კერძოდ ნებისმიერი უსასრულო აბელის G 
ჯგუფის შემთხვევაში, G-პროცესების სხვადასხვა (ორთოგონალური, 
სუსტად განცალებადი, ძლიერად განცალებადი, ძალდებული შეფასების 
მქონე, ელემენტარული, არაელემენტარული) სტაციონარული გაგრძელებების  
ასაგებად და მათი სიმძლავრეების  შესაფასებლად.  

ასევე შეისწავლება საკითხი, თუ რაოდენ მნიშვნელოვანია 
ინფორმაციის გადაცემისას სტაციონარული ალბათური ზომების (კერძოდ, 
”თეთრი ხმაურის”) დასაშვები ძვრებით წარმოქმნილი ჯგუფის სტრუქტურის  
ცოდნა შესაფასებელი პარამეტრისათვის ძალდებული  შეფასების ასაგებად. 

ნებისმიერი უსასრულო აბელის G ჯგუფის შემთხვევაში, 
შეისწავლება  სტატისტიკურ დაშვებათა  თეორიის  მეტად აქტუალური 
საკითხი- ნამდვილ რიცხვთა ღერძზე  განსაზღვრულ  ძვრა ზომათა ბერისა 
და ბორელის G -ხარისხების ოჯახებისათვის განცალებადობისა და 
ძალდებული შეფასების აგების  ამოცანა.  ამ ამოცანის გადასაჭრელად 
ნაშრომში  გამოყენებულია   უნიფორმულად განაწილებულ მიმდევრობათა 
თეორიის ტექნიკა და დიდ რიცხვთა გაძლიერებული  კანონი.  
       აღნიშნულ ნაშრომში მიღებულია შემდეგი შედეგები: 
1. შემუშავებულია მეთოდი პოლონური სივრცის G-ხარისხზე ზოგიერთი 

სტაციონარული  სტატისტიკური სტრუქტურის ასაგებად; 

2. აგებულია ბაზისი  პოლონური სივრცის G -ხარისხზე განსაზღვრული 
ელემენტარულ სტაციონარულ ალბათურ ზომათა სივრცისათვის   და 
დათვლილია მისი სიმძლავრე. 
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3. უსასრულო კომბინატორიკის მეთოდების (დამოუკიდებელ სიმრავლეთა 
ოჯახები, თითქმის დიზუნქტიური ოჯახები, ფუნქციათა განცალებადი 
ოჯახები და ა.შ.) გამოყენებით აგებულია  პოლონური სივრცის G -
ხარისხებზე განსაზღვრული სტაციონარული ზომების სხვადასხვა 
(ორთოგონალური, სუსტად განცალებადი, ძლიერად განცალებადი, 
სეპარაბელური, არასეპარაბელური) სტაციონარული  გაგრძელებები და  
დათვლილია  მათი სიმძლავრეები; 

4. ნებისმიერი უსასრულო აბელის G  ჯგუფის შემთხვევაში, პოლონური 
სივრცის G -ხარისხზე განსაზღვრული ბერისა და ბორელის G -
პროცესებისათვის აგებულია პარამეტრის  ძალდებული   შეფასება; 

5. ტიხონოვის ტოპოლოგიით აღჭურვილ  -ზე აგებულია ისეთი   
არაგადაგვარებული   -სასრულო ბორელის  ზომა, რომელიც  არის 
ინვარიანტული ამავე სივრცის  ყველგან მკვრივი  ქვესივრცის მიმართ   
და  ამავდროულად არ არის ექვივალენტური ნამდვილ რიცხვთა    
ღერძზე განსაზღვრული არცერთი აბსოლუტურად უწყვეტი ალბათური 
ბორელის   ზომის    -  ხარისხის. 
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Abstract 

The  thesis “On a structure of stationary statistical structures” deals with 
certain  aspects of the general theory of  stationary statistical structures.   

There are considered  such main notions and  auxiliary statements from the 
set theory, measure theory, probability theory, mathematical statistics, mathematical 
analysis and functional analysis, which are  applied  essentially  in these 
investigations.  Main properties of such  structures  from the point of view of 
ergodic theory (i.e., the theory of quasiinvariant and invariant measures) are 
studied. In particular, here is studied a relation between stationary probability 
measures and measure preserving transformations.  

First part of the present  thesis is devoted to study properties of  elementary 
stationary probability measures defined on N-powers of Polish spaces. In 
particular, a space of all invariant sigma-finite measures with a metrically 
transitivity property,  a problem of the existence of a basis  and of the estimation 
its  cardinality  are  under considerations in this thesis. In order to solve these 
problems, there are used such well known methods of measure theory   that  are 
Charatheodory theorem about extending of a probability measure from an algebra  
to the minimal  -algebra generated by the same algebra, Khan theorem, Radon-
Nikodim theorem, properties of  -finite invariant measures with metrically 
transitivity properties and so on. A problem of a construction of ergodic and 
nonergodic stationary stochastic processes in various probability spaces is 
considered in that thesis.  

Second part of the thesis is devoted to study of set-theoretical characteristics of 
mutually orthogonal diffused stationary processes. Here is considered a 
classification of various (orthogonal, weakly orthogonal, strictly orthogonal, 
having consistent estimate) families of probability measures introduced by 
A.Skorokhod in 1981. It can be mentioned especially that a problem of a 
transition from the weakly separated family to the strictly separated one does not 
lost his  actuality. In this direction a result of A.Skorokhod  obtained in 1981 is of 
some interest. His result asserted that under CH (Continuum Hypothesis)  each   
weakly separated family of probability measures is strictly separated if its 
cardinality is equal or less than the cardinality of continuum. The validity of the 
converse result has been established by G. Pantsulaia in 1989. In particular, it has 
been shown that if each weakly separated family of probability measures, whose   
cardinality is equal or less than the cardinality of continuum , is  strictly separated 
then CH holds. In 1984, by MA (Martin Axiom), Z.Zerakidze proved that each 
weakly separated family of Borel probability measures on a Polish space with   
cardinality  equal or less than the cardinality of continuum, is strictly separated. 
In 2003, this result has been extended by G.Pantsulaia for complete metric spaces 
whose topological weights are not measurable in the wide sense. Problems of a 
transition from a weakly separated family  to a strictly separated and of a 
construction of a consistent  estimator for the family of countable powers of shift 
measures defined on the real axis (which are stationary measures defined on the 
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topological vector space  ) are directly  connected with topics  of  the  theory 
of statistical decisions described above. Here are presented two approaches to 
solve these problems. The first of them applies the methods of the theory of 
uniformly distributed sequences on [0,1].  The second of them uses TSLLN (The 
strong law of large numbers). 

Another part of the thesis is devoted to construct of various families of 
stationary probability measures by methods of infinite combinatorics. It is well 
known that methods of infinite combinatorics have lately been successfully used 
in different areas of mathematics, for example, in topology and  measure theory. 
Among them, special mention should be made of the method of  constructing a 
maximal (in the sense of cardinality) family of independent families of sets in 
arbitrary infinite base spaces. The question of the existence of a maximal (in the 
sense of  cardinality) independent family of subsets was considered by A.Tarski. 
He proved that this cardinality is equal to ( )2card E . This result found an interesting 
application in general topology by means of which it was proved that in an 
arbitrary infinite space E  the cardinality of the class of all ultrafilters is equal to  

( )22
card E

. Using the method of an independent family of sets in the case of the 
Euclidean space 

n
E , in 1981 A.B. Kharazishvili constructed a maximal (in the 

sense of cardinality) family of orthogonal elementary 
n
D -invariant extensions of 

the Lebesgue measure 
n
l , where 

n
D denotes a group of all isometric transformations 

of the Euclidean  space 
n
E . It can be noted especially that E. Szpilrajn (E. 

Marczewski) was the mathematician  who in 1946 firstly  has used the method of 
an independent family of sets to construct   nonseparable extensions of the 
Lebesgue measure. Later, in 1950  S. Kakutani, K. Kodaira and J. Oxtoby have 
used the same method to construct nonseparable invariant extensions of the 
Lebesgue measure.  

The method of an independent family of sets has been  used to construct  
an example of a nonelementary 

n
D -invariant extension of  the Lebesgue measure 

n
l such that the topological weight of the metric space associated with such a  
measure is   maximal;  In 2003, the method of an independent family of sets due 
to A.Tarski, has been  generalized and successfully used to construct various 
(orthogonal, weakly separated, strictly separated, with consistent estimators, 
elementary, nonelementary) families of  invariant extensions of the Haar measure  
defined on an arbitrary uncountable locally-compact  -compact topological 
group. Thus, some results of the  theory of invariant extensions of the Lebesgue 
measure have been generalized. The further part of the thesis is devoted to 
applications of  the method of independent families of sets elaborated by 
G.Pantsulaia in order to construct and  to estimate cardinalities of various 
orthogonal families of stationary probability measures, in particular, of  various 
(orthogonal, weakly separated, strictly separated, with consistent estimators, 
elementary, nonelementary) extensions of so called G -processes for an arbitrary 
infinite additive group G .  
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A question from the mathematical theory of information  transmission 
asking whether is important to know  a  structure of the group of all admissible 
translations    of a stationary probability measure(for example, of the “White 
Noice”)   for a construction of the consistent estimator is discussed in this thesis. 

For an arbitrary infinite additive group G .  Here is studied the following 
problems  of the theory of statistical decisions -  a separation problem and  a 
construction of the consistent estimate for Baire and Borel  G-processes defined 
on the G-power of a Polish space. In order to solve these problems,   methods of 
the theory of uniformly distributed sequences and the strong  law of large 
numbers are applied.   
  The following results are obtained in the present thesis: 

1. It is elaborated the method  for a construction  of some  stationary  statistical 
structures   on the 

 
-power of a Polish space;  

2. It is constructed a basis of  the space of all elementary stationary probability 
measures defined on the -power of a Polish space and its cardinality is 
calculated; 

3. By using  methods of infinite combinatorics (independent families of sets, 
almost disjoint families of sets,  separating families of functions, etc.) it is 
constructed  various invariant non-separable extensions of  stationary measures 
defined on  -powers of   locally compact  -compact Polish groups; 

4. In the case of an arbitrary infinite additive group G,   consistent estimators are 
constructed for Baire and Borel G-processes defined on the G-power of a Polish 
space. In the topological vector space    equipped with Tychonoff topology, 
an example of a non-trivial  -finite Borel  measure is constructed with 
everywere dense (in  ) group of admissible translations (in the sense of 
invariance) such that this measure is not equivalent to any  

 
–power of 

absolutely continuous Borel probability measure defined on the real axis   . 
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შესავალი 

ნაშრომი ეხება სტაციონარული სტატისტიკური სტრუქტურების  

ზოგადი თეორიის აქტუალურ  საკითხებს.   

საკვლევი პრობლემის აღწერა. კარგადაა ცნობილი, რომ 

დაკვირვებადი ზოგიერთი (ფიზიკური, ბიოლოგიური, ქიმიური და სხვა)  

შემთხვევითი პროცესის რიცხვითი მახასიათებლები არ იცვლება დროის 

დინების მიუხედავად. ასეთი პროცესები აღიწერებიან  ეგრეთ წოდებული 

სტაციონარული სტოქასტური  პროცესებით (იხილეთ [1],[2]), ხოლო ამ 

პროცესებით წარმოქმნილ შესაბამის ალბათურ ზომებს უწოდებენ   

სტაციონარულ ალბათურ ზომებს.  

დაკვირვებად სტაციონარულ სტოქასტურ პროცესს ბუნებრივი წესით 

უკავშირდება ალბათურ  სივრცეთა  ოჯახი ( , , )T TX S
  




, სადაც  T  არის 

დაკვირვების  მომენტებისაგან შედგენილი სივრცე, ( , )X S არის ზომადი 

სივრცე საიდანაც ღებულობს მნიშვნელობებს დაკვირვებადი 

სტაციონარული პროცესი დროის ყოველი ფიქსირებული მომენტისათვის,  

TS  არის TX სივრცის ქვესიმრავლეთა გარკვეული  -ალგებრა (კერძოდ, S  

 -ალგებრის  T  ხარისხი)  და ( )  


 არის TS   -ალგებრაზე  

განსაზღვრულ სტაციონარულ ალბათურ ზომათა  ისეთი ოჯახი, რომელიც 

შეიცავს  დაკვირვებადი სტაციონარული  სტოქასტური პროცესით 

წარმოქმნილ   ალბათურ  ზომას. სწორედ ეს  გახლავთ  დაკვირვებადი  

სტაციონარული  სტოქასტური  პროცესის აღმწერი სტატისტიკური 

სტრუქტურა.  

ბუნებრივად ისმის შემდეგი 

ამოცანა. როგორ  შევაფასოთ ის 
0
    პარამეტრი, რომლისთვისაც 

ადგილი აქვს ტოლობას  
0

?   

ამ ამოცანის დასმა სტაციონარული სტატისტიკური სტრუქტურე-

ბისათვის განეკუთვნება წინა საუკუნეს ( იხილეთ [3]),  მაგრამ მიუხედავად 

თავისი სიძველისა  მას დღეისათვისაც არ დაუკარგავს თავისი აქტუალობა. 
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0
  ელემენტს უწოდებენ დაკვირვებადი სტაციონარული სტოქასტური 

პროცესის განმსაზღვრელ  პარამეტრს.  

სტაციონარული სტატისტიკური სტრუქტურების შესწავლის 

აუცილებლობა ინვარიანტულობის თვალსაზრისით განპირობებულია 

შემდეგი მიზეზებით: როცა T Z ,  სტაციონარული სტოქასტური პროცესი 

}:{ Znn  შეიძლება წარმოვიდგინოთ, როგორც  შემთხვევით სიდიდეთა 

}:{ Znn  მიმდევრობა მნიშვნელობებით ( , )X S  ზომად სივრცეში, 

რომლისთვისაც ),,(
1 knn    შემთხვევითი ვექტორის  ერთობლივი 

განაწილება იგივეა რაც ),,(
1 nn knn     შემთხვევითი ვექტორის 

ერთობლივი განაწილება ყოველი 1k , და Zknnn ,,, 1   მთელი  

რიცხვებისათვის. თუ დავუშვებთ, რომ სრულდება კოლმოგოროვის 

შეთანხმებულობის პირობა (იხილეთ  [4] ) , მაშინ ჩვენ შეგვიძლია ავაგოთ 

ზომა , რომელიც განსაზღვრული იქნება ZX   სივრცის  ZS   -ალგებრაზე. 

ZX  სივრცეზე არსებობს ნატურალური ძვრა h , განსაზღვრული 

1
(( ) ) = ( )

n n n n
h x x

  Z Z  პირობით. ამ შემთხვევაში, საკოორდინატო  

პროექციები }:{ ZkPrk  ექვივალენტურია }:{ Znn  შემთხვევითი 

სიდიდეების. პროცესის სტაციონარობა გადადის   ზომის ინვარიანტუ-

ლობაში h  გარდაქმნის მიმართ, ე.ი. 1 =h  . ამგვარად, ჩვენ ვღებულობთ 

ალბათურ სივრცეს ( , , )F   ( , , )Z ZX S   ურთიერთცალსახა ზომადი 

:h     ასახვით, რომლისთვისაც სრულდება პირობა 1( ( )) = ( )h A A   

ყოველი A სიმრავლისათვის. ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ   არის 

ინვარიანტული h  გარდაქმნის მიმართ, ან h  გარდაქმნა არის   ზომის 

შემნახავი გარდაქმნა. 

ახლა პირიქით, თუ ჩვენ გვაქვს ( , , )F   სივრცე, ურთიერთცალსახა 

ზომადი :h     ასახვა რომლისთვისაც სრულდება პირობა 

1( ( )) = ( )h A A   ყოველი A სიმრავლისათვის და  რაიმე ზომადი ასახვა 



16 

: ( , ) ( , )F X S   , მაშინ შეიძლება დამტკიცდეს, რომ 

( ) = ( ( )) ( )n
n

h        განსაზღვრავს სტაციონარულ სტოქასტურ პროცესს.  

ზემოთქმულიდან გამომდინარეობს, რომ სტაციონარული სტოქას-

ტური პროცესის შესწავლა იგივეა,  რაც ალბათური ზომის შემნახავი 

გარდაქმნის შესწავლა.  

სტაციონარული სტოქასტური პროცესების განმსაზღვრელი 

პარამეტისათვის ძალდებული შეფასების აგებისას არსებითი ყურადღება 

ეთმობა კვაზი-ინვარიანტულობის თვალსაზრისით დასაშვები ძვრებით 

წარმოქმნილი ჯგუფების სტრუქტურის შესწავლას. ამ პრობლების 

განხილვის აუცილებლობა განპირობებულია შემდეგი არგუმენტით: 

ინფორმაციის გადაცემის მათემატიკურ თეორიაში განხილვის ობიექტია 

შემდეგი ერთ-განზომილებიანი წრფივი სტოქასტური სისტემა 

),,()(=),(  ttt   

სადაც RTt   , H  არის ტოპოლოგიური ვექტორული სივრცე,   არის 

ვექტორული TH  სივრცის ქვესივრცე,  T
Tt Ht ))((  არის სასარგებლო 

სიგნალი, 

T
Tt Ht   :)),((  

არის სტაციონარული გაუსის პროცესი (ეგრეთ წოდებული "თეთრი 

ხმაური") განსაზღვრული ),,( PF  ალბათურ სივრცეზე.  -ით აღვნიშნოთ 

ბერის ალბათური ზომა TH  -სივრცეზე, განსაზღვრული  შემდეგი პირობით 

})),)),((:({=)()()(( XtPXHBaXX Tt
T    

სადაც )( THBa  აღნიშნავს TH -სივრცის ბერის აზრით ზომად ქვესიმრავლე-

თა  -ალგებრას. 

ინფორმაციათა გადაცემის თეორიის ძირითადი დაშვებაა, რომ ბერის 

ზომა  , განსაზღვრული გარდაქმნილი  ”თეთრი  ხმაურით” 

,:)),(( T
Tt Ht    

ემთხვევა   ზომის გარკვეულ )( 00
  ძვრას, ე.ი., 
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)),(=)()()((
0

XXHBaXX T
  

სადაც )(=)( 00
 XX  როცა )( THBaX  . 

0  პარამეტრის ”კარგი” შეფასება შეიძლება მიღებულ იქნას ეგრეთ 

წოდებული TH:  ძალდებული  შეფასებით, რომელიც აკმაყოფილებს 

შემდეგ პირობას 

1).=})))((=)))(((:))(({()(( TtTtTt ttxtx     

როგორც წესი, აუცილებელ პირობას ძალდებული შეფასების 

არსებობისათვის წარმოადგენს შემდეგი პირობა }{= 0Q , სადაც Q  

აღნიშნავს   ზომის კვაზიინვარიანტულობის თვალსაზრისით დასაშვები 

ძვრებით წარმოქმნილ ჯგუფს და 0  აღნიშნავს TH  ადიტიური ჯგუფის 

ნულოვან ელემენტს. შესაბამისად, აქ წარმოიქმნება Q  ჯგუფის 

განხილვისა და დაკვირვებადი სტოქასტური პროცესის ფილტრაციის 

ზოგადი პრობლემის გამოკვლევის აუცილებლობა.  

საკვლევი პრობლემის აქტუალობა. ერგოდული თეორიის 

დაფუძვნება  სტიმულირებული იყო სტატისტიკური მექანიკის 

პრობლემების განხილვის აუცილებლობით და დაკავშირებული იყო 

ბირკჰობის (1943), კრილოვისა და ბოგოლიუბოვის (1946), ჰოფის (1949) და 

სხვა ცნობილი მათემატიკოსების შრომებთან (იხილეთ   [1], [5])  . 

დაკვირვებადი სტოქასტური პროცესის განმსაზღვრელი 

პარამეტრისათვის ძალდებული  შეფასების ამოცანები და მასთან 

დაკავშირებული  პრობლემები განხილული იყო ჯ. ვონ ნეიმანის (1935), ს. 

კაკუტანის (1943), ვ. სუდაკოვის (1959), ჯ. ფელდმანის (1966), ი. როზანოვის 

(1968),  ხი დაო ხინგის (1972), ა. სკოროხოდის (1975), ჰ. შიმომურას (1975) და 

სხვათა ნაშრომებში. უნდა აღინიშნოს, რომ  კვლევები ამ  მიმართულებით 

არ შენელებულა რაზეც მიუთითებს აღნიშნული თემატიკის  გარშემო  

პუბლიკაციათა ესოდენ დიდი  სიმრავლე(იხილეთ, მაგალითად [6], [7], [8], 

[9], [10], [11]). ამის გამო, დაკვირვებადი სტაციონარული სტოქასტური 
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პროცესების  კვლევა  ერგოდული  და   სტატისტიკური თეორიების 

თვალსაზრისით დღეისათვისაც  არ  კარგავს  თავის აქტუალობას.  

საკვლევი პრობლემის პრაქტიკული მნიშვნელობა. ნაშრომში 

მოყვანილი საკვლევი პრობლემები  ფუნდამენტური ხასიათისაა და მისი 

გამოყენების არეალი საკმარისად ფართოა. ერთის მხრივ, ნაშრომში  

წარმოდგენილი თეორიული სახის შედეგები შეიძლება იქნას 

გამოყენებული როგორც მათემატიკური სტატისტიკის აქტუალური 

საკითხების შემდგომი კვლევისას, ასევე  მათემატიკის აღნიშნული დარგის 

თანამედროვე კურსის წაკითხვის პროცესში. მეორეს მხრივ, შესაძლებელია 

აღნიშნული შედეგების  წარმატებით გამოყენება იმ ელემენტარული 

მიზეზის გამო, რომ დაკვირვებადი  ფიზიკური,  ქიმიური, ბიოლოგიური, 

სამედიცინო თუ სხვა შემთხვევითი პროცესების უმრავლესობა 

წარმოადგენს სტაციონარულ სტოქასტურ  პროცესს.  

ახლა  ჩვენ მოვიყვანთ ნაშრომის მოკლე  დახასიათებას თავებისა და 

ქვეთავების  მიხედვით.   

თავი I. ამ თავში მოცემულია სიმრავლეთა თეორიის, ზომის 

თეორიის, ალბათობის თეორიის, მათემატიკური სტატისტიკის, 

მათემატიკური ანალიზისა და ფუნქციონალური ანალიზის ზოგიერთი 

ცნება და დამხმარე დებულება. 

თავი II.  2.1 ქვეთავში შესწავლილია მიმართება სტაციონარულ სტო-

ქასტურ პროცესებსა და გარდაქმნის შემნახავ ალბათობას შორის.  

2.2 ქვეთავში მოცემულია   სტაციონარული სტოქასტური პროცესის 

აგების ერთი ზოგადი მეთოდი. ასევე, მოცემულია ერგოდული და 

არაერგოდული სტაციონარული სტოქასტური პროცესების აგების 

ზოგიერთი მაგალითი. 

2.3. ქვეთავში შესწავლილია ),,( SGE  ინვარიანტულ ზომად სივრცეზე 

განსაზღვრულ ელემენტარულ G -ინვარიანტულ ზომათა კლასისათვის 

ბაზისის არსებობის ამოცანა. 

2.4   ქვეთავში   განხილულია    2.3. ქვეთავში   მიღებული  შედეგების   
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გამოყენება პოლონური X  სივრცის   ხარისხზე განსაზღვრულ 

სტაციონარულ ალბათურ ზომათა სივრცისათვის.  

თავი III.  3.1 ქვეთავში მოცემულია ა. სკოროხოდის [3]   მიერ 

შემოღებული ),( SE  ზომად სივრცეზე  განსაზღვრულ ალბათურ ზომათა 

ორთოგონალური ოჯახების    კლასიფიკაცია. 

3.2 ქვეთავში  მოყვანილია  გ. ფანცულაიას მიერ  [12]  ნაშრომში 

მიღებული შედეგების  მოკლე  მიმოხილვა, რომელიც ეხება ლოკალურად 

კომპაქტურ  -კომპაქტურ  ტოპოლოგიურ H ჯგუფზე განსაზღვრული ჰაა-

რის ზომის ინვარიანტული  გაგრძელებების  სხვადასხვა ოჯახების არსებო-

ბას, როცა  H ჯგუფი აკმაყოფილებს  პირობას  ).(=)( 0 HcardHcard     

3.3 ქვეთავში შესწავლილია მიმართება პოლონური სივრცის Z  

ხარისხზე განსაზღვრულ წყვილ-წყვილად ორთოგონალურ სტაციონარულ 

ალბათურ ზომათა სხვადასხვა ოჯახებს შორის და დათვლილია ამ 

ოჯახების სიმრავლურ -თეორიული მახასიათებლები. 

3.4  ქვეთავში აგებულია არასეპარაბელური  არაელემენტარული 

სტაცი-ონარული ზომების  სხვადასხვა  ორთოგონალური ოჯახები.  

თავი IV.  4.1  ქვეთავში მოცემულია ზოგიერთი ცნება და დამხმარე 

დებუ-ლება უნიმორფულად განაწილებული მიმდევრობების თეორიიდან 

(იხილეთ [13]). ამავე ქვეთავში მოყვანილია დიდ რიცხვთა გაძლიერებული 

კანონის ფორმულირება(იხილეთ, მაგალითად, [4])  

4.2 ქვეთავში თავში შესწავლილია  ნამდვილ რიცხვთა    ღერძზე 

განსაზღვრული ბორელის ძვრა-ზომათა    ხარისხების  განცალებადობისა 

და ძალდებული  შეფასების  არსებობის  ამოცანები.  

4.3 ქვეთავში აგებულია მაგალითი 2([0,1] )  სივრცეზე განსაზღვრული 

სტაციონარულ ალბათურ ზომათა სუსტად განცალებადი ოჯახისა და 

მისთვის შესწავლილია  ძლიერად განცალებადობი ამოცანა. კერძოდ, 

კონტინუუმ ჰიპოთეზის (იხილეთ, მაგალითად, [14],[15]) მტკიცდება, რომ 

ეს ოჯახი არის ძლიერად განცალებადი.  

4.4    ქვეთავში,    [16]    და    [17]  ნაშრომებში   მიღებულ    შედეგებზე  
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დაყრდნობით,  იგება  მაგალითი ისეთი ინვარიანტული ზომისა, რომელიც 

არ არის არის ექვივალენტური არც ერთი აბსოლუტურად უწყვეტი 

ალბათური ბორელის   ზომის   -  ხარისხის.  

თავი  V.   5.1  ქვეთავში მოცემულია ზოგიერთი დამხმარე ცნება და 

ფაქტი ნამდვილ რიცხვთა ხარისხებზე განსაზღვრული ბერისა და ბორელის 

ალბათურ ზომათა არსებობის შესახებ (იხილეთ [5]).  ამავე ქვეთავში დად-

გენილია ძალდებული შეფასების არსებობისათვის აუცილებელი და 

საკმარისი პირობა. 

5.2 ქვეთავში, ნებისმიერი უსასრულო ადიტიური G  ჯგუფის 

შემთხვევაში, ნამდვილ რიცხვთა ღერძზე განსაზღვრულ უწყვეტ ძვრა- 

ზომათა  ბერისა და ბორელის G -ხარისხების ოჯახებისათვის შესწავლილია  

განცალებადობისა და ძალდებული შეფასების არსებობის ამოცანები. 

 5.3  ქვეთავში  მოცემულია   პოლონურ სივრცეზე  განსაზღვრული  

დიფუზიური ბორელის ალბათური  ზომის    G-ხარისხის  გაგრძელებათა G-

პროცესების  ოჯახების   აგების ერთი მეთოდი. 

ძირითადი შედეგები ასახულია  შემდეგ ნაშრომებში: [18], [19], [20], 

[21].  მოხსენებები მიღებული  შედეგების გარშემო გაკეთდა შემდეგ კონ-

ფერენციებზე: [22], [23], [24]. 
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თავი  I.    ძირითადი კონცეფციები 
 

მოცემულ თავში ჩვენ განვიხილავთ  სიმრავლეთა თეორიის, ზოგადი 

ტოპოლოგიისა და ზომის  თეორიის ზოგიერთ ცნებებსა და დამხმარე 

დებულებებს. ჩვენ მათ სისტემატურად გამოვიყენებთ ჩვენს შემდგომ 

კვლევებში. 

ZF -სიმბოლო აღნიშნავს ეგრეთ წოდებულ ცერმელო-ფრენკელის 

სიმრავლეთა თეორიას, რომელიც წარმოადგენს სიმრავლეთა თეორიის 

ერთ-ერთ მნიშვნელოვან ფორმალურ სისტემას. (იხილეთ [25]). ცერმელო-

ფრენკელის სიმრავლეთა თეორიის  ძირითადი ცნებებია სიმრავლეები და 

მათ შორის მიკუთვნების ბინარული მიმართება  . ZF  სისტემა შედგება 

რამოდენიმე აქსიომისაგან, რომლებიც ახდენენ სიმრავლეთა სხვადასხვა 

თვისებების ფორმალიზაციას ბინარული   მიმართების ტერმინებში. 

ZFC  სიმბოლო აღნიშნავს ცერმელო-ფრენკელის თეორიას ამორჩევის 

AC  აქსიომით. სხვა სიტყვებით, ZFC  თეორია არის 

,& ACZF  

სადაც AC  აღნიშნავს ამორჩევის აქსიომას. 

თუ x  და X  არის ორი სიმრავლე, მაშინ Xx  აღნიშნავს, რომ x  

მიეკუთვნება X -ს. ამ შემთხვევაში ჩვენ ვამბობთ, რომ x  არის X -ის 

ელემენტი. 

მიმართება YX   აღნიშნავს,  რომ X  არის Y -ის ქვესიმრავლე. 

მიმართება YX   აღნიშნავს,  რომ X  არის Y -ის საკუთრივი 

ქვესიმრავლე. 

თუ )(xR  არის მიმართება დამოკიდებული x -ზე  (ან, სხვა 

სიტყვებით, )(xR  არის x  ელემენტის თვისება), მაშინ სიმბოლო 

)}(:{ xRx  

აღნიშნავს ყველა იმ x  ელემენტთა ერთობლიობას, რომლისთვისაც 

სრულდება პირობა )(xR . 

სიმბოლო , როგორც წესი,  აღნიშნავს ცარიელ სიმრავლეს, ე.ი., 
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}.:{= xxx   

თუ X  არის რაიმე სიმრავლე, მაშინ სიმბოლო )(XP  აღნიშნავს X  

სიმრავლის ყველა ქვესიმრავლეთა კლასს, ე.ი., 

}.:{=)( XYYXP   

)(XP  სიმრავლეს ასევე  უწოდებენ X  სიმრავლის ბულეანს. 

ვთქვათ, X  და Y  არის ორი სიმრავლე. მაშინ : 

YX   აღნიშნავს X  და Y  სიმრავლეების  გაერთიანებას; 

YX   აღნიშნავს X  და Y  სიმრავლეების თანაკვეთას; 

YX \   აღნიშნავს X  და Y  სიმრავლეების სხვაობას;   

YX  აღნიშნავს X  და Y  სიმრავლეების სიმეტრიულ სხვაობას, ე.ი., 

).\()\(= XYYXYX   

ვთქვათ,   არაცარიელი სიმრავლეა, ხოლო )(P   კი -    -ს ყველა 

ქვესიმრავლეთა  კლასი. 

განსაზღვრება 1.1. ვთქვათ ( ) (1 )kA k n    . nkkA 1)(   სიმრავ-

ლეთა სასრული ოჯახის გაერთიანება აღინიშნება 
n

k
kA

1=
  სიმბოლოთი და 

განისაზღვრება შემდეგი ტოლობით 

},|{= 1
1=

n
n

k
k AxAxxA    

სადაც   აღნიშნავს დიზიუნქციის სიმბოლოს. 

განსაზღვრება 1.2. ვთქვათ, ( ) ( )kA k N   . სიმრავლეთა  უსას-

რულო  NkkA )(   ოჯახის გაერთიანება აღინიშნება  
Nk

kA


  სიმბოლოთი და 

განისაზღვრება შემდეგი ტოლობით 

}.|{= 21   


AxAxxA
Nk

k
 

განსაზღვრება 1.3.  ვთქვათ, ( ) (1 )kA k n    . სიმრავლეთა სას-

რული  nkkA 1)(   ოჯახის თანაკვეთა აღინიშნება  
n

k
kA

1=
  სიმბოლოთი და 

განისაზღვრება შემდეგი ტოლობით 
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},|{= 1
1=

n
n

k
k AxAxxA    

სადაც  აღნიშნავს კონიუნქციის სიმბოლოს. 

განსაზღვრება 1.4. ვთქვათ, ( ) ( )kA k N   . სიმრავლეთა  უსას-

რულო NkkA )(   ოჯახის თანაკვეთა აღინიშნება  
Nk

kA


  სიმბოლოთი და გა-

ნისაზღვრება შემდეგი ტოლობით 

}.|{= 21   


AxAxxA
Nk

k  

მართებულია დე მორგანის ორადულობის შემდეგი ფორმულები: 

1)  ;)\(=\
1=1=

n

k
k

n

k
k AA   

2)  ;)\(=\ 
kNk A

kk AA 


 

3)  ;)\(=\
1=1=

n

k
k

n

k
k AA   

4)  .)\(=\ 
NkNk

kk AA


  

განსაზღვრება 1.5.   -სიმრავლის ქვესიმრავლეთა   კლასს ეწოდება 

ალგებრა, თუ მისთვის სრულდება შემდეგი პირობები: 

1)   ; 

2) თუ ,A B , მაშინ A B   და A B  ; 

3) თუ A , მაშინ .\  A  

შენიშვნა 1.1. განსაზღვრება 1.5-ში, მე-2) პირობაში საკმარისია  

მოვითხოვოთ  A B    და  A B    პირობებიდან მხოლოდ ერთ-

ერთის მართებულობა, ვინაიდან  მართებულია შემდეგი სიმრავლურ-

თეორიული ტოლობები: 

)),\()\((\= BABA   

)).\()\((\= BABA   
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 შენიშვნა 1.2.   სიმრავლის ქვესიმრავლეთა ალგებრა მის ქვესიმრავ-

ლეთა ისეთი კლასია, რომელიც შეიცავს   -ს და ჩაკეტილია სასრული 

რაოდენობა სიმრავლურ-თეორიული ოპერაციების  " \,, " მიმართ. 

განსაზღვრება 1.6.  -სიმრავლის ქვესიმრავლეთა  -კლასს ეწოდება 

 -ალგებრა, თუ მისთვის სრულდება შემდეგი პირობები: 

1)  ; 

2) თუ  ( )kA k N  , მაშინ   


.
Nk

kA  და 


.
Nk

kA ; 

3) თუ A , მაშინ .\  A  

შენიშვნა 1.3.   სიმრავლის ქვესიმრავლეთა  -ალგებრა მის ქვესიმ-

რავლეთა ისეთი კლასია, რომელიც შეიცავს  -ს და ჩაკეტილია თვლადი 

რაოდენობა სიმრავლურ-თეორიული ოპერაციების " \,, " მიმართ. 

განსაზღვრება 1.7.   სიმრავლის ქვესიმრავლეთა  -ალგებრაზე 

განსაზღვრულ P  რიცხვით ფუნქციას ეწოდება ალბათობა, თუ მისთვის 

სრულდება პირობები: 

1) ყოველი A  ელემენტისათვის 0)( AP  (ალბათობის არაუარ- 

ყოფითობის თვისება); 

2) 1=)(P  (ალბათობის ნორმირების თვისება); 

3) თუ NkkA )(   -კლასის წყვილ-წყვილად თანაუკვეთ ელემენტთა   

მიმდევრობაა, მაშინ )(=)( kNkkNk APAP    (ალბათობის თვლადად 

ადიტიურობის თვისება). 

ვთქვათ,   არის არაცარიელი სიმრავლე და  F  მის ქვესიმრავლეთა 

რაიმე კლასია. მართებულია შემდეგი დებულება. 

ლემა 1.1 [26]. არსებობს   სივრცის ქვესიმრავლეთა  -ალგებრა 

)(F , რომელიც შეიცავს F  კლასს და არის მინიმალური ჩართვის თვალ-

საზრისით იმ   -ალგებრებს შორის, რომლებიც შეიცავენ  F -ს. 

განსაზღვრება 1.8.  ვთქვათ, მოცემულია    სივრცის ქვესიმრავლეთა 

ორი კლასი 1S  და 2S . ამასთან, 21 SS  . 1P  და 2P  იყოს შესაბამისად 1S  და 



25 

2S  კლასზე განსაზღვრული რიცხვითი ფუნქციები. 2P  რიცხვით ფუნქციას 

ეწოდება 1P  რიცხვითი ფუნქციის გაგრძელება, თუ სრულდება შემდეგი 

პირობა: 

)).(=)()(( 121 XPXPSXX   

განსაზღვრება 1.9.  ვთქვათ,    არის არაცარიელი   სივრცის ქვესიმ-

რავლეთა ალგებრა.   კლასზე განსაზღვრულ P  რიცხვით ფუნქციას 

ეწოდება ალბათობა, თუ მისთვის სრულდება შემდეგი პირობები: 

1)  ყოველი A  ელემენტისათვის 0,)( AP  

2)  1,=)(P  

3)  თუ  NkkA )(   -კლასის წყვილ-წყვილად თანაუკვეთ ელემენტთა   

ისეთი მიმდევრობაა, რომ  


.
Nk

kA ,  მაშინ 

).(=. k
Nk

k APAP
Nk




















  

ალბათური სივრცეების აგების ზოგადი მეთოდი მოცემულია შემდეგ 

თეორემაში. 

თეორემა 1.1 (კარათეოდორი)( [26]).  ვთქვათ,  P  არის   ალგებრაზე 

განსაზღვრული ალბათობა. მაშინ არსებობს ( )   კლასზე განსაზღვრული 

ერთადერთი ალბათობა  P , რომელიც წარმოადგენს P  ალბათობის გაგრძე-

ლებას; ამასთან,  P  ალბათობა განისაზღვრება შემდეგი ფორმულის საშუა-

ლებით: 

( )( ( ) ( ) = inf ( ) | ( )( ( )) &  .k k k N k
k N

B B P B P A k k N A B A  


 
         

 
 

 

მაგალითი 1.1. A -თი აღვნიშნოთ  [0,1]  ინტერვალის ყველა ისეთ ქვე-

სიმრავლეთა კლასი, რომლის ელემენტები წარმოიდგინებიან თანაუკვეთი 

მარცხნიდან ჩაკეტილი და მარჯვნიდან ღია ინტერვალების  სასრული 

ოჯახის გაერთიანების სახით. ადვილი საჩვენებელია, რომ აღნიშნული 

კლასი წარმოადგენს  [0,1]  სიმრავლის ქვესიმრავლეთა ალგებრას. 
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ზემოთაღნიშნული სახის ინტერვალებზე P  რიცხვითი ფუნქცია განვსა-

ზღვროთ შემდეგნაირად: 

([ , [) =
k k k k

P a b b a  

და ბუნებრივი წესით განვსაზღვროთ P  რიცხვითი ფუნქცია თანაუკვეთი 

ინტერვალების სასრული ოჯახის გაერთიანებებზე. ასეთნაირად განსა-

ზღვრული  P  რიცხვითი ფუნქცია წარმოადგენს ალბათობას   კლასზე და 

კარათეოდორის ზემოთ მოყვანილი თეორემის თანახმად არსებობს  )(A   

კლასზე განსაზღვრული ერთადერთი ალბათობა P , რომელიც წარმოადგენს  

P  ალბათობის გაგრძელებას.  )(A  კლასს ეწოდება [0,1[  ინტერვალის 

ბორელის აზრით ზომად ქვესიმრავლეთა კლასი და აღინიშნება  ([0,1[)B  

სიმბოლოთი, ხოლო მასზე განსაზღვრულ  P  რიცხვით ფუნქციას ეწოდება 

[0,1[  ინტერვალზე განსაზღვრული ერთ-განზომილებიანი ბორელის 

კლასიკური ზომა და აღინიშნება 1b  სიმბოლოთი. 

სამეულს 1([0,1[, ([0,1[), ) b -ს ეწოდება [0,1[  სიმრავლესთან 

ასოცირებული ბორელის კლასიკური  ალბათური სივრცე. 

მაგალითი 1.2 ვთქვათ, [0,1]: RF  არის ყოველ წერტილში მარ-

ჯვნიდან უწყვეტი ისეთი არაკლებადი ფუნქცია, რომელიც აკმაყოფილებს 

პირობებს: 

1.=)(lim & 0=)(lim xFxF
xx 

 

ვიგულისხმოთ, რომ  0=)(F   და  1=)(F . 

ვთქვათ, )( R . 

 -თი აღვნიშნოთ     სივრცის ყველა იმ ქვესიმრავლეთა კლასი, 

რომლებიც წარმოიდგინებიან მარცხნიდან ღია და მარჯვნიდან ჩაკეტილი 

თანაუკვეთი ინტერვალების სასრულო ოჯახის გაერთიანებით, ე.ი. 

=1
= | = ( , ] ,

n

i i
i

A A a b 
 
 

  

სადაც ).(1 < niba ii   
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ადვილი საჩვენებელია, რომ აღნიშნული კლასი წარმოადგენს   

სიმრავლის ქვესიმრავლეთა ალგებრას.  ზემოთაღნიშნული სახის ინტერვა-

ლებზე  P  რიცხვითი ფუნქცია განვსაზღვროთ შემდეგნაირად 

(( , ]) = ( ) ( ),
i i i i

P a b F b F a  

და ბუნებრივი წესით განვსაზღვროთ P  რიცხვითი ფუნქცია იმავე სახის 

თანაუკვეთი ინტერვალების სასრული ოჯახის გაერთიანებაზე. ამდაგვარად 

განსაზღვრული  P  რიცხვითი ფუნქცია წარმოადგენს ალბათობას    

კლასზე და კარათეოდორის ზემოთ მოყვანილი თეორემის თანახმად 

არსებობს  )(  კლასზე განსაზღვრული ერთადერთი ალბათობა P , რომე-

ლიც წარმოადგენს  P  ალბათობის გაგრძელებას.  R)(  კლასს ეწოდება 

ნამდვილ რიცხვთა R  ღერძის   ბორელის აზრით ზომად ქვესიმრავლეთა 

კლასი და აღინიშნება )(R  სიმბოლოთი, ხოლო მასზე განსაზღვრულ FP  

რიცხვით ფუნქციას, განსაზღვრულს პირობით 

( )( ( ) ( ) = ( )),FX X R P X P X    

ეწოდება ნამდვილ რიცხვთა  R  სიმრავლეზე განაწილების F  ფუნქციით 

განსაზღვრული ბორელის ალბათური ზომა. 

მაგალითი 1.3.  ვთქვათ, ( , , )  (1 )i i iP i n    წარმოადგენს ალბათურ 

სივრცეთა სასრულ ოჯახს. 

შემოვიტანოთ ზოგიერთი აღნიშვნა. 

}.,, | ),,{(= 111
1=

nnni
n

i
  

 

i
n
iA  1=  სიმრავლეს ვუწოდოთ ცილინდრული სიმრავლე, თუ 

მისთვის მართებულია წარმოდგენა 

,=
1=

i

n

i
BB   

სადაც   (1 ).i iB i n    

 -ით აღვნიშნოთ კლასი i
n
i  1=  სივრცის ისეთი ქვესიმრავლეებისა, 

რომლებიც წარმოიდგინებიან თანაუკვეთი ცილინდრული სიმრავლეების 
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სასრული ოჯახის გაერთიანებით. შევნიშნოთ, რომ   წარმოადგენს  

i
n
i  1=  სივრცის ქვესიმრავლეთა ალგებრას. 

ზემოთაღნიშნული სახის ცილინდრულ სიმრავლეებზე  P  რიცხვითი 

ფუნქცია განვსაზღვროთ შემდეგნაირად: 

)(=
1=1=

ii
n

i
i

n

i
BPBP  










 

და ბუნებრივი წესით განვსაზღვროთ P რიცხვითი ფუნქცია თანაუკვეთი 

ცილინდრული სიმრავლეების სასრული ოჯახის გაერთიანებებზე. 

ასეთნაირად განსაზღვრული P  რიცხვითი ფუნქცია წარმოადგენს ალბა-

თობას   კლასზე და კარათეოდორის ზემოთ მოყვანილი თეორემის თა-

ნახმად არსებობს ( )   კლასზე განსაზღვრული ერთადერთი ალბათობა P , 

რომელიც წარმოადგენს P  ალბათობის გაგრძელებას. ( )   კლასს ეწოდება  

 -ალგებრების  1( )i i n   სასრული ოჯახის ნამრავლი და აღინიშნება  

1 ii n   -ით. მასზე განსაზღვრულ P  რიცხვით ფუნქციას ეწოდება ალ-

ბათობათა niiP 1)(  სასრული ოჯახის ნამრავლი და აღინიშნება i
n
i P 1= -ით. 

 
=1 =1 =1

( , , )n n n
i i ii i i

P    სამეულს ეწოდება  1( , , )i i i i nP     ალბათურ 

სივრცეთა ოჯახის ნამრავლი. 

 მაგალითი 1.4. ( n[0,1] -სა და nR -ზე განსაზღვრული n -განზო-

მილებიანი ბორელის კლასიკური ზომები). 

ვთქვათ, ალბათურ სივრცეთა 1( , , )i i i i nP     ოჯახს აქვს შემდეგი სახე: 

ა)  )(1 [0,1]= nii  , 

ბ) = ([0,1])  (1 )i i n   , 

გ)  ). (1 = 1 nibPi   

მაშინ  
=1 =1 =1

( , , )n n n
i i ii i i

P     ალბათურ სივრცეს ეწოდება n -განზომი-

ლებიან n[0,1]  კუბთან ასოცირებული n -განზომილებიანი ბორელის კლასი-

კური ალბათური სივრცე.  i
n
i P 1=   რიცხვით ფუნქციას ეწოდება  n -განზო-
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მილებიან n[0,1]   კუბზე განსაზღვრული ბორელის კლასიკური ალბათური 

ზომა. 

nb -ფუნქციას, განსაზღვრულს პირობით 

=1

( )( ( ) ( ) = ([0,1[ ( ))),
n

n n
n i

n ih Z

X X B R b X P X h


      

ეწოდება n -განზომილებიანი ბორელის კლასიკური ზომა, განსაზღვრული 

nR -ზე. 

მაგალითი 1.5.  ვთქვათ, ფუნქციათა niiF 1)(  ოჯახი არის განსაზღ-

ვრული შემდეგი პირობით 

.
2
1=)( & 1))(( 2

2

















 dtexFRxnixi

tx
i 

 

ვთქვათ, iP  არის iF  ფუნქციით განსაზღვრული ბორელის ალბათური 

ზომა ნამდვილ რიცხვთა R  ღერძზე. მაშინ 
1

( , , )i i ii n i N i N
P

   
    ალბა-

თურ სივრცეს ეწოდება n -განზომილებიან  nR  სივრცესთან ასოცირებული 

n -განზომილებიანი გაუსის კანონიკური  ალბათური სივრცე. 

ini P 1  რიცხვით ფუნქციას ეწოდება n -განზომილებიან ევკლიდეს 

nR  სივრცეზე განსაზღვრული გაუსის კანონიკური n -განზომილებიანი 

ალბათური ზომა და აღინიშნება n -ით. 

მაგალითი 1.6 . ვთქვათ,  ( , , )i i i i IP    ალბათურ სივრცეთა უსასრულო 

ოჯახია. 

შემოვიტანოთ ზოგიერთი აღნიშვნა 

= {( )  : , }.i i i I i i
i I

i I 


    

iIiA    სიმრავლეს ვუწოდოთ ცილინდრული სიმრავლე, თუ 

მისთვის არსებობს ინდექსთა სასრული nkki 1)(  მიმდევრობა და 1( )i k nk    



30 

 -ალგებრების ისეთი ელემენტები nkki
B 1)( , რომ მართებულია 

წარმოდგენა 

=1 =1= {( )  : ( , \ { } ) & ( , { }) }.n n
i i I i i k k i i k kB i I i B i i         

 -თი აღვნიშნოთ კლასი iIi    სივრცის ისეთი ქვესიმრავლეებისა, 

რომლებიც წარმოიდგინებიან თანაუკვეთი ცილინდრული სიმრავლეების 

სასრული ოჯახის გაერთიანებით. შევნიშნოთ, რომ   წარმოადგენს iIi    

სივრცის ქვესიმრავლეთა ალგებრას. 

ზემოთაღნიშნული სახის ცილინდრულ სიმრავლეებზე P  რიცხვითი 

ფუნქცია განვსაზღვროთ  შემდეგნაირად 

),(=)(
1=

kiki
n

k
BPBP   

და ბუნებრივი წესით განვსაზღვროთ P  რიცხვითი ფუნქცია 

თანაუკვეთი ცილინდრული სიმრავლეების სასრული ოჯახის 

გაერთიანებებზე. ასეთნაირად   განსაზღვრული P  რიცხვითი ფუნქცია 

წარმოადგენს ალბათობას   კლასზე და კარათეოდორის ზემოთ 

მოყვანილი თეორემის თანახმად არსებობს ( )   კლასზე განსაზღვრული 

ერთადერთი ალბათობა  P , რომელიც წარმოადგენს  P   ალბათობის 

გაგრძელებას. ( )   კლასს ეწოდება   -ალგებრების  ( )i i I   უსასრულო 

ოჯახის ნამრავლი და აღინიშნება ii I  -ით. მასზე განსაზღვრულ P  

რიცხვით ფუნქციას ეწოდება ალბათობათა IiiP )(  უსასრულო ოჯახის 

ნამრავლი და აღინიშნება  iIi P  -ით. 

სამეულს  ( , , )i i ii I i I i I
P

  
     ეწოდება  ( , , )i i i i IP    ალბათურ 

სივრცეთა ოჯახის ნამრავლი. 

მაგალითი 1.6 (უსასრულო-განზომილებიან N[0,1]  კუბზე განსაზღ-

ვრული უსასრულო-განზომილებიანი ბორელის კლასიკური ალბათური 

ზომა). 

ვთქვათ, ალბათურ სივრცეთა ( , , )i i i i NP    ოჯახს აქვს შემდეგი სახე: 
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ა)  )( [0,1]= Nii  , 

ბ) = ([0,1])i   )( Ni , 

გ) ).( = 1 NibPi   

მაშინ,  ( , , )i i ii N i N i N
P

  
    ალბათურ სივრცეს ეწოდება უსასრულო-

განზომილებიან N[0,1]  კუბთან ასოცირებული უსასრულო-განზო-

მილებიანი ბორელის კლასიკური ალბათური სივრცე. iNi P   რიცხვით 

ფუნქციას ეწოდება უსასრულო-განზომილებიან N[0,1]  კუბზე განსა-

ზღვრული ბორელის კლასიკური ალბათური ზომა და აღინიშნება Nb -ით. 

მაგალითი 1.7 (გაუსის ზომა - "თეთრი ხმაური"). ვთქვათ, ფუნქციათა  

NiiF )(  ოჯახი არის განსაზღვრული შემდეგი პირობით 

2
2

1( )( )  & ( ) =  .
2

tx

ii x i N x R F x e dt






      
   

ვთქვათ,  iP  არის iF  ფუნქციით განსაზღვრული ბორელის ალბათური 

ზომა ნამდვილ რიცხვთა R  ღერძზე. მაშინ ( , , )i i ii N i N i N
P

  
    

ალბათურ სივრცეს ეწოდება უსასრულო-განზომილებიან  NR  სივრცესთან 

ასოცირებული უსასრულო-განზომილებიანი გაუსის კანონიკური  ალბა-

თური სივრცე, სადაც = , = ( ) ( )i iR R i N   .  iNi P   რიცხვით ფუნქციას 

ეწოდება უსასრულო-განზომილებიან  NR  სივრცეზე განსაზღვრული 

გაუსის კანონიკური ალბათური ზომა და აღინიშნება  N -ით, ხოლო 

ii N    -ალგებრას ეწოდება NR  სივრცის ბორელის ქვესიმრავლეთა 

კლასი და აღინიშნება ( )NR  სიმბოლოთი. 

მაგალითი 1.8 (ხარაზიშვილის ზომა) ([5],[16]).  ვთქვათ, ყოველი 

Ni  ინდექსისათვის, ip  არის ],[ ii ba  ინტერვალზე განსაზღვრული 

ბორელის კლასიკური ალბათური ზომა და ],[= iiNi ba  . )(NZ  ჯგუფი 

განვსაზღვროთ პირობით 
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( )

( (
:= {( ) :  & ( )( > = 0)}.) )

N
k k N k kz zk k N k k N

Z z z Z n N k n z
 

      

  ზომას, განსაზღვრულს ( )NR   -ალგებრაზე შემდეგი პირობით 

( )
( )( ( ) ( ) = ( (( ) ) ),

( )
N

k k k k k N
N k Nzk k N

X X R X p X b a z
Z

 




    

   

ეწოდება ხარაზიშვილის ზომა. 

თუ X  არის სიმრავლე, მაშინ )( Xcard  აღნიშნავს X  სიმრავლის სიმ-

ძლავრეს. ზოგჯერ )( Xcard --ს ეძახიან  X  სიმრავლის კარდინალურ 

რიცხვს. 

  არის პირველი უსასრულო კარდინალური(ორდინალური) რიცხვი. 

კერძოდ,   არის 

},,{0,1,2,=  nN  

ყველა ნატურალურ რიცხვთა კარდინალური რიცხვი. 

1  არის პირველი არათვლადი კარდინალური(ორდინალური) 

რიცხვი. შევნიშნოთ, რომ 1  შეიძლება გავაიგივოთ ყველა თვლად 

ორდინალურ რიცხვთა სიმრავლესთან. 

სხვადასხვა ორდინალური რიცხვები აღინიშნებიან შემდეგი ასოებით 

.,,,,   

ვთქვათ,   არის ორდინალური რიცხვი. ჩვენ ვიტყვით, რომ   არის 

ზღვრული ორდინალი, თუ 

}.<:{sup=   

ზღვარითი   ორდინალის კონფინალურობა  არის  უმცირესი ორდი-

ნალი   რომლისთვისაც არსებობს ორდინალთა ოჯახი 

},<:{   

რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 

),<(  <   

}.<:{sup=    

  ზღვარითი ორდინალის კონფინალობა აღინიშნება )(cf  სიმბო-

ლოთი. 
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ცხადია, რომ ყოველი ზღვარითი ორდინალური   რიცხვისათვის 

სრულდება პირობა 

.)(  cf  

  ზღვარით ორდინალს ეწოდება რეგულარული, თუ 

.=)( cf  

  ზღვარით ორდინალს ეწოდება სინგულარული, თუ 

.<)( cf  

მაგალითად,   და 1  არიან რეგულარული ორდინალები და   

არის სინგულარური ორდინალი. 

თუ k  არის რაიმე უსასრულო კარდინალური რიცხვი, მაშინ k  

აღნიშნავს უმცირესს კარდინალურ რიცხვს იმ კარდინალთა შორის 

რომლებიც აღემატებიან k -ს. მაგალითად, 

.,)(=,= 12
1    

კონტინუუმ ჰიპოთეზა (შემოკლებულად, CH ) არის გამონათქვამი 

.= 1c  

გიოდელმა  აჩვენა რომ  )( & )( CHZFC  თეორია არის თავსებადი  კონ-

სტრუქტიულ უნივერსუმში (იხილეთ  [27]). მეორეს მხრივ, კოენმა აჩვენა 

რომ თეორია 

)(&)( CHZFC   

ასევე არის თავსებადი (იხ. [14], [15]). შესაბამისად CH  არის დამოუკიდე-

ბელი ZFC  თეორიისაგან. 

კონტინუუმ ჰიპოთეზის ძლიერ ფორმას წარმოადგენს განზოგა-

დოებული კონტინუუმ ჰიპოთეზა GCH , რომელიც არის გამონათქვამი 

).=)(2>(  kk k  

გიოდელმა ასევე აჩვენა, რომ )( & )( GCHZFC  თეორია ასევე თავსებადია 

კონსტრუქციულ უნივერსუმში (იხ. [27]). 

       ვთქვათ, X  და Y  ორი სიმრავლეა. მათი დეკარტული X Y  

ნამრავლის ნებისმიერ G X Y   ქვესიმრავლეს ეწოდება ბინარული 
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მიმართება X  და Y  სიმრავლეებს შორის. თუ X Y , მაშინ ჩვენ  ვიტყვით, 

რომ G   წარმოადგენს ბინარულ მიმართებას X  ბაზისურ  სიმრავლეზე.  

     დამოკიდებული ამორჩევის აქსიომა (DC) არის შემდეგი წინადადება: 

     თუ G  წარმოადგენს ბინარულ მიმართებას არაცარიელ X  ბაზისურ 

სიმრავლეზე და X  სიმრავლის ყოველი x  ელემენტისათვის არსებობს ამავე 

სიმრავლის ისეთი y  ელემენტი, რომ ( , )x y G , მაშინ არსებობს ამ 

სიმრავლის ელემენტთა ისეთი თვლადი 
1 2
, ,x x მიმდევრობა, რომ  

1
( , )
n n
x x G


  ყოველი ნატურალური n    რიცხვისათვის. 

     ცხადია, რომ დამოკიდებული ამორჩევის აქსიომა (DC) წარმოადგენს 

ამორჩევის აქსიომის სუსტ ფორმას, რომელიც სავსებით საკმარისია 

კლასიკური მათემატიკის ისეთი დარგებისათვის, როგორიცაა სასრულ-

განზომილებიანი ევკლიდეს სივრცის გეომეტრია, ნამდვილი ღერძის 

მათემატიკური ანალიზი, ლებეგის ზომის თეორია და ა.შ. 

       შემოვიტანოთ ზოგიერთი ცნება, რომელიც არის აუცილებელი 

დეტერმინირების აქსიომის (AD) ჩამოსაყალიბებლად. 

       ყოველი A   ქვესიმრავლე განსაზღვრავს 
A

G  ტიპის თამაშს I და II 

მოთამაშეს შორის შემდეგნაირად: 

     I მოთამაშე წერს   
0
a   ნატურალურ რიცხვს . II მოთამაშე  უყურებს 

0
a  

ნატურალურ რიცხვს და წერს 
1
a  ნატურალურ რიცხვს. ამის შემდეგ, I 

მოთამაშე უყურებს 
0 1
,a a  ნატურალურ რიცხვებს და წერს 

3
a ნატურალურ 

რიცხვს და ა.შ. უსასრულოდ. ზღვარში მიიღება ნატურალურ რიცხვთა 

უსასრულო მიმდევრობა 
0 1 2

( , , , ).a a a    თუ ეს მიმდევრობა ეკუთვნის A  

სიმრავლეს, მაშინ იგებს I მოთამაშე; წინააღმდეგ შემთხვევაში მოგებულია II 

მოთამაშე . 

         თამაშის ბევრი სახეობა (ჭადრაკი, შაში და ა.შ.) შეიძლება აღიწეროს 

ზემოთ მოყვანილი სქემით.  
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( ) -თი   აღვნიშნოთ ნატურალურ რიცხვთა სასრული მიმდევრობების 

სივრცე ცარიელი სიმრავლის ჩათვლით. ეს  უკანასკნელი  შეიძლება 

ჩაითვალოს ნული სიგრძის მიმდევრობად. 

       ფუნქციას  ( ):     ეწოდება სტრატეგია 
A

G  ტიპის თამაშისას. 

      ვთქვათ, ( ):     არის სტრატეგია I მოთამაშისათვის და ( ):     

არის სტრატეგია II  მოთამაშისათვის. 

      ( ):      და ( ):     სტრატეგიების შესაბამისად, ჩვენ გვაქვს 

0 1 2
( , , , ) ( ( ), ( ( )), ( ( ), ( ( ))), ).a a a              

      ( ):      ფუნქციას ეწოდება მომგებიანი სტრატეგია I მოთამა-

შისათვის , თუ 

0 1 2
( , , , )a a a A  

II  მოთამაშის ნებისმიერი   სტრატეგიისათვის. 

       ანალოგიურად, ( ):      ფუნქციას ეწოდება მომგებიანი სტრატეგია 

II  მოთამაშისათვის , თუ 

0 1 2
( , , , )a a a A  

I მოთამაშის ნებისმიერი   სტრატეგიისათვის. 

      
A

G  ტიპის უსასრულო თამაშს ეწოდება დეტერმინირებული, თუ 

მხოლოდ ერთისათვის ამ ორი  მოთამაშისათვის არსებობს მომგებიანი 

სტრატეგია. 

დეტერმინირების აქსიომა (AD). ყოველი A    ქვესიმრავლისათვის, 
A

G  

ტიპის უსასრულო თამაში დეტერმინირებულია. 

მიჩელსკისა და სვერჩკოვსკის კლასიკური შედეგი ყალიბდება  

შემდეგნაირად: 

თეორემა 1.2.       & &  ZF DC AD   თეორიაში ნამდვილი   ღერძის 

ყოველი ქვესიმრავლე ზომადია ლებეგის აზრით. 

 

 

 



36 

ვთქვათ, ),( TE  არის ნებისმიერი ტოპოლოგიური სივრცე (იხილეთ 

[28]). 

EX   სიმრავლეს ეწოდება არსად მკვრივი ( E -ში) თუ .=))(( Xclint  

EY   სიმრავლეს ეწოდება E -ს პირველი კატეგორიის ქვესიმრავლე, 

თუ Y  წარმოდგენადია 
n

nYY =  სახით, სადაც )( nYn  არის E -ს არსად 

მკვრივი ქვესიმრავლე. 

EZ   ქვესიმრავლეს ეწოდება E -ს მეორე კატეგორიის ქვესიმრავლე, 

თუ ის არ არის E -ს პირველი კატეგორიის ქვესიმრავლე. 

E  ტოპოლოგიურ სივრცეს ეწოდება კვაზი-კომპაქტური, თუ E -ს 

ყოველი ღია დაფარვა შეიცავს E -ს სასრულ ქვედაფარვას. 

E  ტოპოლოგიურ სივრცეს ეწოდება ჰაუსდორფის თუ ნებისმიერი 

ორი Eyx ,  წერტილისათვის არსებობს ისეთი ღია xG  და yG  

სიმრავლეები, რომ xGx , yGy  და  =yx GG . 

E  სივრცეს ეწოდება კომპაქტური, თუ ის ერთდროულად არის 

ჰაუსდორფის სივრცე და კვაზი-კომპაქტური სივრცე. 

თეორემა 1.3 (ტიხონოვი). კვაზი-კომპაქტურ სივრცეთა ნებისმიერი 

ოჯახის ნამრავლი არის კვაზი-კომპაქტური (იხილეთ [27]).  

თეორემა 1.4 (ბანახი). ვთქვათ, E  არის ტოპოლოგიური სივრცე და 

IiiV )(  არის ღია პირველი კატეგორიის ქვესიმრავლეთა ოჯახი. მაშინ, 

გაერთიანება 
Ii

iVV


=  არის პირველი კატეგორიის სიმრავლე (იხ. [25]). 

თეორემა 1.4-ის უშუალო შედეგს წარმოადგენს 

თეორემა 1.5.  ყოველი ტოპოლოგიური სივრცე E  წარმოიდგინება 

შემდეგი 

21= EEE   

გაერთიანების სახით, სადაც 1E  არის E -ს პირველი კატეგორიის ღია 

სიმრავლე და 2E  არის E -ს ბერის ჩაკეტილი ქვესიმრავლე  და  =21 EE . 
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ვთქვათ, ),( 11 SE  და ),( 22 SE  არის ორი ზომადი სივრცე და f  არის 

ასახვა 1E  სივრციდან 2E  სივრცეში. ჩვენ ვიტყვით, რომ f  არის ზომადი 

ასახვა თუ 

).)()(( 1
1

2 SXfSXX    

ჩვენ ვიტყვით, რომ ასახვა 21: EEf   არის ზომადი იზომორფიზმი 

1E -დან 2E -ში თუ f  არის ზომადი ბიექცია და შებრუნებული ასახვა 1f  

აგრეთვე არის ზომადი. 

ვთქვათ, 1E  და 2E  არის ორი ტოპოლოგიური სივრცე. ჩვენ 

შეგვიძლია განვიხილოთ ორი ზომადი სივრცე ))(,( 11 EBE  და ))(,( 22 EBE , 

სადაც )( 1EB  და )( 2EB  აღნიშნავენ შესაბამისად 1E  და 2E  სივრცეების 

ბორელის  -ალგებრებს. ვთქვათ, f  არის ასახვა 1E  სივრციდან 2E  

სივრცეში. f  ასახვას ეწოდება ბორელის აზრით ზომადი, თუ სრულდება 

პირობა 

)).()()()(( 1
1

2 EBXfEBXX    

ტოპოლოგიურ E  სივრცეს ეწოდება პოლონური, თუ ის 

ჰომეომორფულია სრული სეპარაბელური მეტრიკული სივრცის. 

ცხადია, რომ ყოველი კომპაქტური არათვლადი მეტრიკული სივრცე 

არის პოლონური სივრცე. კერძოდ, კანტორის დისკონტინუუმი {0,1}  

(სადაც {0,1} აღჭურვილია დისკრეტული ტოპოლოგიით) არის პოლონური 

სივრცე.  N=  სივრცე, სადაც N  აღჭურვილი დისკრეტული ტოპოლო-

გიით, არის ასევე მაგალითი პოლონური სივრცის. არ წარმოადგენს დიდ 

სიძნელეს იმ ფაქტის დამტკიცება, რომ N  ჰომეომორფულია R  ღერძის 

ირაციონალურ რიცხვთა ქვესიმრავლის. 

თეორემა 1.6.  შემდეგი სამი წინადადება ექვივალენტურია: 

1) ყოველი არაცარიელი პოლონური სივრცე არის N  სივრცის 

უწყვეტი ანასახი; 
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2) ყოველი არაცარიელი კომპაქტური მეტრიკული  სივრცე არის 

კანტორის {0,1}  დისკონტინუუმის უწყვეტი ანასახი; 

3) ყოველი სეპარაბელური სივრცე ტოპოლოგიურად შეიძლება 

ჩაიდგას ჰილბერტის [0,1]  კუბში. 

ვთქვათ, 
1 1 1

)( , ,E S    და  
2 2 2

( , , )E S   არის ორი ზომიანი სივრცე. 
1

  და 

2
  ზომებს  ეწოდებათ იზომორფული, თუ არსებობს ზომადი f  ასახვა 

1
E სივრციდან   

2
E  სივრცეში, რომ შესრულებულია  ტოლობა          

                             
1 1 2

( )( ( ) ( ( ))).X X S X f X      

თეორემა 1.7 (იხ. [25]). ვთქვათ, 
1
E  და 

2
E  არის ორი პოლონური 

სივრცე აღჭურვილი შესაბამისად   
1

  და 
2

  დიფუზიური ალბათური 

ბორელის  ზომებით. მაშინ  არსებობს ბორელის იზომორფიზმი          

                                   
1 1 2 2

: ( , ( )) ( , ( ))E B E E B E  , 

ისეთი,  რომ  სრულდება ტოლობა  
1 2
( ) ( ( ))X X    ყოველი 

1
( )X B E  სიმრავლისათვის. 

თეორემა 1.8 (ფუბინი) [26]. ვთქვათ, ),,( 111 SE  და ),,( 222 SE  არის 

ორი ზომადი სივრცე,  აღჭურვილი  შესაბამისად 1  და 2   -სასრულო 

ზომებით და ვთქვათ, 

).,,(),,(=),,( 222111  SESESE   

ვთქვათ, REf :  არის  -ინტეგრებადი ფუნქცია. მაშინ: 

1)  1 -თითქმის ყველა 1Ex  წერტილისათვის ფუნქცია 

)( ),( 2Eyyxfy   

არის 2 -ინტეგრებადი; 

2)  2 -თითქმის ყველა 2Ey  წერტილისათვის ფუნქცია 

)( ),( 1Exyxfx   

არის 1 -ინტეგრებადი; 

3)  ფუნქცია 
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)(),( 2
2

ydyxfx
E

  

არის 1 -ინტეგრებადი და  ფუნქცია 

)(),( 1
1

xdyxfy
E

  

არის 2 -ინტეგრებადი; 

4)  სრულდება შემდეგი ტოლობა 

2 1 1 2

1 2 2 1

( , ) ( ) ( ) = ( , ) ( ) ( )
E E E E

f x y d y d x f x y d x d y   
   
   
   
   
     

1 2

1 2

= ( , ) ( ( ) ( )).
E

f x y d x y
E

 


   

შევნიშნოთ, რომ ფუბინის თეორემა შესაძლებელია ჩამოყალიბდეს 

 -სასრულო ზომების სასრული ოჯახის ნამრავლისათვის. 

ვთქვათ, S  არის E  სივრცის ქვესიმრავლეთა  -ალგებრა. ფუნქციას, 

განსაზღვრულს შემდეგი პირობით 

RS :  

ეწოდება მუხტი  S -ზე, თუ 

ა) 0;=)(  

ბ)  },{)(( rancard ) 1 ; 

გ)   არის  -ადიტიური. 

თეორემა 1.9  (ხანი) [26].  ვთქვათ,   არის E  სივრცის ქვესიმ-

რავლეთა S   -ალგებრაზე განსაზღვრული მუხტი. მაშინ არსებობს  ორი 

ისეთი EA  და EB   სიმრავლე, რომ: 

1)   ;=,= EBABA   

2)  ;, SBSA   

3)   ყოველი SX   სიმრავლისათვის სრულდება 0)(  XA  და 

0)(  XB  პირობები. 
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},{ BA  სიმრავლეებს ეწოდება E  სივრცის ხანის წარმოდგენა   

მუხტის  მიმართ. 

შემოვიტანოთ აღნიშვნა 

),( )(=)( SXAXX    

).( )(=)( SXBXX    

ადვილია იმის ჩვენება რომ   და   წარმოადგენენ ჩვეულებრივ 

ზომებს განსაზღვრულს S   -ალგებრაზე. ამასთან, 

.=    

||  ფუნქცია, განსაზღვრულს პირობით 

  |=|  

წარმოადგენს S   -ალგებრაზე  განსაზღვრულ ზომას და მას ეწოდება   

მუხტის ტოტალური ვარიაცია. 

ვთქვათ, ),,( SE  არის ზომიანი სივრცე და   არის ზომა 

განსაზღვრული S   -ალგებრაზე. ჩვენ ვიტყვით, რომ   არის აბსოლუ-

ტურად უწყვეტი     ზომის მიმართ, თუ  

0).=)(0=)()(( XXSX    

თეორემა 1.10 (რადონ-ნიკოდიმი)[26]. ვთქვათ, ),,( SE  არის ზომიანი 

სივრცე, აღჭურვილი  -სასრულო   ზომით და   არის  -სასრულო ზომა, 

განსაზღვრული S   -ალგებრაზე. თუ    აბსოლუტურად უწყვეტია   

ზომის მიმართ, მაშინ არსებობს ისეთი  -ზომადი ფუნქცია REf : , რომ 

შესრულდება შემდეგი პირობა 

.=)(  fdX
X


 

f  ფუნქციას ეწოდება   ზომის  რადონ-ნიკოდიმის წარმოებული   

ზომის მიმართ და აღინიშნება 



d
d

 სიმბოლოთი. 
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ვთქვათ, E  არის ჰაუსდორფის ტოპოლოგიური სივრცე და   არის 

E -ზე განსაზღვრული ბორელის ზომა. ჩვენ ვიტყვით, რომ   არის რადონის 

ზომა თუ ყოველი )(EBX   სიმრავლისათვის სრულდება პირობა 

KKX :)({sup=)(    კომპაქტურია E -ში  & K X -ზე}. 

ჰაუსდორფის ტოპოლოგიურ E  სივრცეს ეწოდება რადონის,  თუ E -

ზე განსაზღვრული ბორელის ყოველი  -სასრული ზომა არის რადონის 

ზომა. 

თეორემა 1.11 (ულამი)[29]. ყოველი პოლონური ტოპოლოგიური 

სივრცე E  არის რადონის სივრცე.  

ვთქვათ, E  არის ბაზისური სივრცე და G  არის მის ზომად 

გარდაქმნათა ჯგუფი. ვთქვათ, D  არის E -ს ქვესიმრავლეთა კლასი. ჩვენ 

ვიტყვით, რომ D  არის G -ინვარიანტული, თუ 

).)( & )()(( DXgGgDXgX   

ვთქვათ, S  არის E  სივრცის ქვესიმრავლეთა  -ალგებრა და   არის 

ზომა განსაზღვრული S  კლასზე. ჩვენ ვიტყვით, რომ   არის G -კვაზიინვა-

რიანტული თუ: 

1) S  არის G -ინვარიანტული კლასი; 

2)  -ნულ ზომად სიმრავლეთა კლასი )(L  ასევე არის G -

ინვარიანტული. 

თუ მე-2) პირობის ნაცვლად შესრულებულია უფრო ძლიერი პირობა 

)),(=))((  & )()((3) XXgGgSXgX   

მაშინ   ზომას ეწოდება G -ინვარიანტული. 

),,,( GSE  ოთხეულს  ეწოდება ინვარიანტული ზომიანი სივრცე, თუ 

სრულდება შემდეგი პირობები: 

1) E  არის არაცარიელი სიმრავლე; 

2) G  არის E  სივრცის გარდაქმნათა ჯგუფი; 

3) S  არის E  სივრცის ქვესიმრავლეთა G -ინვარიანტული  -ალ-

გებრა; 
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4)    არის S -ზე განსაზღვრული G -ინვარიანტული ზომა. 

ვთქვათ, IiiG )(  არის ჯგუფთა რაიმე ოჯახი. ვთქვათ, ie  არის 

)( IiGi  -ჯგუფის ერთეულოვანი ელემენტი. IiiG )(  ჯგუფთა ოჯახის  პირ-

დაპირი ჯამი აღინიშნება i
Ii
G


 სიმბოლოთი და განისაზღვრება პირობით: 

)}.<}):({  & )((:){(= iiiiIiii
Ii

egicardGgIiigG 

  

ფუბინის თეორემით ადვილად მიიღება შემდეგი დებულების 

მართებულობა. 

თეორემა 1.12. ვთქვათ, I  არის პარამეტრთა არაცარიელი სიმრავლე 

და Iiiiii GSE ),,,(   არის ინვარიანტულ (კვაზიინვარიანტულ) ალბათურ  

სივრცეთა ოჯახი. მაშინ პროდაქტ-ზომა iIi    არის iIi G  -

ინვარიანტული (კვაზიინვარიანტული) ალბათური ზომა. 

ვთქვათ, ,.)(G  არის ლოკალურად კომპაქტური ტოპოლოგიური 

ჯგუფი. ასეთი ჯგუფისათვის მართებულია ჰაარის კარგად ცნობილი შედე-

გი, რომელიც გვამცნობს, რომ ასეთ G  ჯგუფზე არსებობს და მასთან ერ-

თადერთი არატრივიალური ინვარიანტული ბორელის ზომა   (იხ. [18]). 

კერძოდ,   ზომა აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

1)   არის ლოკალურად სასრული ზომა, ე.ი., ყოველი Gx  

წერტილისათვის არსებობს ამავე წერტილის ისეთი ღია მიდამო )(xV , რომ 

<))(( xV ; 

2)   არის რადონის ზომა; 

3)   არის )(GB -კლასზე განსაზღვრული მარცხნიდან ინვარიანტუ-

ლი ზომა, ე.ი., 

 )).(=)(  & )()()(( XXgGgGBXgX    

  ზომას ეწოდება G -ჯგუფზე განსაზღვრული (მარცხენა) ჰაარის 

ზომა. 
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თავი II.  ელემენტარულ სტაციონარულ ზომათა 
სტრუქტურის შესახებ 

 
2.1. მიმართება სტაციონარულ სტოქასტურ პროცესებსა და 

გარდაქმნის შემნახავ ალბათურ ზომებს  შორის.  

განსაზღვრება 2.1.1. ვთქვათ, }:{ Znn  არის პროცესი 

განსაზღვრული ),,( P  ალბათურ სივრცეზე, რომელიც ღებულობს 

მნიშვნელობებს X  პოლონურ სივრცეში. ჩვენ ვიტყვით, რომ }:{ Znn  

არის სტაციონარული პროცესი,თუ ),,(
1 knn    შემთხვევითი ვექტორის 

განაწილება  იგივეა,  რაც ),,(
1 nn knn     შემთხვევითი ვექტორის 

განაწილება ყოველი 1k  და Zknnn ,,, 1   რიცხვებისათვის. 

თეორემა 2.1.1. ვთქვათ, }:{ Znn  არის სტაციონარული სტოქას-

ტური პროცესი განსაზღვრული ),,( P  ალბათურ სივრცეზე მნიშვნელო-

ბებით X  პოლონურ სივრცეში. ვთქვათ, T  არის ZX  სივრცის ნატურალური 

ძვრა განსაზღვრული ZZ  nnnn xxT )(=))(( 1  პირობით ყოველი Z
Z Xx nn )(  

მიმდევრობისათვის. მაშინ ფუნქციონალი  , განსაზღვრული პირობით 

})))((:({=)()()(( YPYXYY kk  Z
Z   

წარმოადგენს ZX  სივრცეზე განსაზღვრულ T -ინვარიანტულ ბორელის 

ალბათურ ზომას. 

 დამტკიცება. ვინაიდან }:{ Znn  არის სტაციონარული პროცესი, 

განსაზღვრული ),,( P  ალბათურ სივრცეზე მნიშვნელობებით X  პოლო-

ნურ სივრცეში, ამიტომ ),,(
1 knn    შემთხვევითი ვექტორის განაწილება 

იგივეა რაც ),,(
1 nn knn     შემთხვევითი ვექტორის განაწილება ყოველი 

1k  და Zknnn ,,, 1  რიცხვებისათვის. ამის გამო ჩვენ გვაქვს, რომ სრულ-

დება პირობა 

}))))((:({=}))))((:({ YPYP ZkkZknk     
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ZX  სივრცის ყოველი ელემენტარული ცილინდრული Y  სიმრავლისათვის. 

კარათეოდორის თეორემის გამოყენებით, ეს ტოლობა შესაძლებელია 

გაგრძელდეს ZX  სივრცის ყოველი ბორელისეული ქვესიმრავლისათვის. 

დავუშვათ 

}).))((:({=)()()(( YPYXYY kk  Z
Z   

  არის ალბათური ზომა განსაზღვრული ZX  სივრცის ბორელის  -ალგებ-

რაზე. 

ზომის სტაციონარულობა გადადის   ზომის ინვარიანტულობაში T  

გარდაქმნის მიმართ,  ე.ი.,  =1T . მართლაც, )( ZEY   სიმრავლისათვის 

ჩვენ ვღებულობთ 

)})())((:({=))(( 11 YTPYT kk



 Z  

                       }))))((:({=}))))(((:({ 1 YPYTP kkkk   ZZ   

                     ).(=}))))((:({ YYP kk   Z  
 

                                         

 

2.2. სტაციონარული სტოქასტური პროცესის აგების ერთი 

მეთოდის შესახებ 

შემდეგი წინადადება აღწერს  სტაციონარული სტოქატური პროცესის 

აგების ერთ ზოგად მეთოდს. 

თეორემა 2.2.1.  ვთქვათ, ),,( P  არის ალბათური სივრცე და X  

არის პოლონური სივრცე. ვთქვათ, ),(),(:  X  არის ზომადი ასახვა. 

ვთქვათ, :T  არის ურთიერთცალსახა ),(  -ზომადი  ასახვა, რომე-

ლიც ინახავს P  ზომას. მაშინ შემთხვევით სიდიდეთა მიმდევრობა Znn )( , 

განსაზღვრული 

 )),((=)( n
n T  

პირობით, წარმოადგენს სტაციონარულ პროცესს. 
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დამტკიცება. ვთქვათ, )},,( 1{
1

kn
knn

nXXX   , სადაც 1k , 

Zknn ,,1  და )(1)( kiXX
in  . ჩვენ ვღებულობთ 

}},,))((:({ 1{\
1

kn
knnnn

nXXXP  Z
Z   

}))(,),((:({
11 knnknn XXP     

}))((&&))((:({
1

1
knkn

n
n XTXTP     

))}()(&&))()(:({ 1
1

11
knkn

n
n XTXTP      

))}()(&&))()(:)(({ 1
1

11
knkn

n
nn XTXTTP      

))}())((&&))())((:({ 1
1

11
kn

nkn
n

nn XsTTXsTTsP      

))}())(&&))()(:({ 1
1

11
knkn

n
n XsnTXsnTsP      

)}))((&&))((:({
1

1
knkn

n
n XsnTXsnTsP     

}.),),((:({
11 knnknn XXnXnP  

                        
  

შენიშვნა 2.2.1. 2.1.1 და 2.2.1 თეორემების კომბინირებით, ჩვენ 

ვასკვნით რომ სტაციონარული პროცესის შესწავლა იგივეა, რაც ალბათობის 

შემნახავი გარდაქმნის შესწავლა. 

ქვემოთ ჩვენ განვიხილავთ სტაციონარული პროცესების ზოგიერთ 

მაგალითს, რომელიც არსებითად იყენებს თეორემა 2.2.2-ს. 

მაგალითი 2.2.1. ვთქვათ, 2=   და U  არის 2  საკოორდინატო 

სიბრტყის შემობრუნება მისი სათავის გარშემო   კუთხით.  ვთქვათ, P  არის 

სტანდარტული გაუსის ზომა 2 -ზე. დავუშვათ, რომ )(= 2R . ვთქვათ, 

22=),( yxyx   

როცა 2),( yx . მაშინ 

))(,())(,(: 22 R    

არის ზომადი და პროცესი განსაზღვრული პირობით 
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Zn
nU ))(((    

არის ნამდვილ-მნიშვნელობიანი სტაციონარული პროცესი განსაზღვრული 

)),(,(=),,( 22 R P  ალბათურ სივრცეზე. 

განსაზღვრება 2.2.2.  ვთქვათ, T  არის ZX  სივრცის ძვრა და   არის T -

ინვარიანტული ბორელის ალბათური ზომა განსაზღვრული ZX  სივრცეზე. 

ჩვენ ვიტყვით, რომ   არის  ერგოდული T  ძვრის მიმართ, თუ DDT =)(  პი-

რობის მართებულობა )( ZXD   სიმრავლისათვის იწვევს, რომ 1=)(D  ან 

0=)(D . 

განსაზღვრება 2.2.3. ჩვენ ვიტყვით, რომ nn)(  სტაციონარული 

პროცესი განსაზღვრული ),,( P  ალბათურ სივრცეზე მნიშვნელობებით 

X  პოლონურ სივრცეში არის ერგოდული თუ nn )(  პროცესით ZX -

სივრცეზე  განსაზღვრული ალბათური ზომა   არის ერგოდული. 

ახლა ჩვენ მოვიყვანთ ნამდვილ-მნიშვნელობიან არაერგოდული 

სტაციონარული პროცესის მაგალითს. 

მაგალითი 2.2.3. ვთქვათ, Z n
nU ))(((   არის ნამდვილ-მნიშვნელობია-

ნი სტაციონარული პროცესი აგებული მაგალით 2.3.1-ში, როცა 
4

=  . 

ვთქვათ, D  არის გაერთიანება 
2
  რადიანის სიგრძის მქონე  ჩრდილოეთი 

და სამხრეთი პოლუსების რკალური მიდამოებისა. მაშინ D  სიმრავლისა-

თვის ჩვენ გვაქვს, რომ DDU =)(  და 
2
1=)(DP . 

ვთქვათ,   არის Zn
nU ))(((    პროცესით განსაზღვრული ბორელის 

ალბათური ზომა Z -სივრცეზე, ე.ი., 

})).))((:({=)()()(( YUPYYY n
n  Z

Z    

ვთქვათ, T  არის Z  სივრცის ძვრა განსაზღვრული ZZ  nnnn xxT )(=))(( 1  

პირობით, სადაც Z
Z nnx )( . 
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მაშინ, )))}(((=1 DUD n
n  Z  სიმრავლისათვის 11 =)( DDT . მართლაც, 

.=))))(((=))))(((=))))((((=)( 1
1

1 DDUDUDUTDT n

n

n

n

n

n
  





 ZZZ
 

მეორეს მხრივ, 

)))})((())((:({=)( 1 DUPD n

n
nn  


 

Z
Z  

)))})((()))(((:({ DUUP n

n
n

n
  


 

Z
Z  

)})())((:({ DUUP n

n
n

n
  


 

Z
Z  

})))((:({ DUP
n

n
n 


 

Z
Z   

}))(:({ DUP n

n
n




  

Z
Z  

.
2
1=}):({ DP    

უკანასკნელი თანაფარდობები მიუთითებს, რომ   არ არის ერგოდული T  

ძვრის მიმართ, ექვივალენტურად, Z n
nU ))(((   არის ნამდვილ-მნიშვნელო-

ბიანი არაერგოდული სტაციონარული პროცესი. 

შენიშვნა  2.2.2. ვთქვათ, Z n
nU ))(((   არის მაგალით 2.3.1-ში 

აგებული  ნამდვილ-მნიშვნელობიანი სტაციონარული პროცესი. ადვილია 

იმის დამტკიცება, რომ: 

(ა)  თუ Q

 , მაშინ Z n

nU ))(((   პროცესი არის ერგოდული. 

            (ბ) თუ  Q

 , მაშინ Z n

nU ))(((   არის არაერგოდული. 

 
2.3  ელემენტარულ ინვარიანტულ ალბათურ ზომათა 

სტრუქტურის შესახებ 

[30]-ის  თანახმად, ),,,( SGE  ოთხეულს ეწოდება ინვარიანტულ ზო-

მიანი სივრცე თუ სრულდება შემდეგი ოთხი პირობა: 
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1) E  არის არაცარიელი; 

2) G  არის E -სივრცის გარდაქმნათა ჯგუფი; 

3) S  არის E  სივრცის ქვესიმრავლეთა G -ინვარიანტული -ალ-

გებრა; 

4)   არის S -ზე განსაზღვრული G -ინვარიანტული ზომა. 

ვთქვათ, ),,,( SGE  არის ინვარიანტულ ზომიანი სივრცე. 

განსაზღვრება 2.3.1. SX   ელემენტს ეწოდება  -თითქმის G -ინვა-

რიანტული, თუ სრულდება პირობა 

0).=))(()(( XXgGgg    

განსაზღვრება 2.3.2. ვთქვათ, ),,,( SGH  არის ინვარიანტული ზომით 

აღჭურვილი  ზომადი სივრცე და X  არის H  ჯგუფის  -თითქმის G -

ინვარიანტული ქვესიმრავლე. 


 RSX :   

ფუნქციას, განსაზღვრულს პირობით 

)),(=)()(( ZXZSZZ X                                    

ეწოდება X  სიმრავლესთან ასოცირებული   ზომის კომპონენტი(იხილეთ  

[30]). 

განსაზღვრება 2.3.3.     ზომის X  კომპონენტს ეწოდება  ელემენტა-

რული,  თუ ყოველი SZ   ელემენტისათვის, რომლისთვისაც 0>)(Z , არ-

სებობს G  ჯგუფის ელემენტთა  ისეთი Nkkg )(  მიმდევრობა, რომ 

0.=)(\ 











ZgX k

Nk


 
განსაზღვრება 2.3.4. G -ინვარიანტულ   ზომას ეწოდება არაელემენ-

ტარული, თუ მას არ გააჩნია ელემენტარული კომპონენტები. 

შემდეგი დამხმარე დებულება არის მეტად სასარგებლო 

ინვარიანტულ ზომათა ზოგადი თეორიის სხვადასხვა ასპექტში. 

ლემა 2.3.1 ([30], გვ. 152). ვთქვათ, ),,,( SGE  არის ინვარიანტულ ზო-

მიანი სივრცე აღჭურვილი  -სასრულო ინვარიანტული ზომით. მაშინ არ-
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სებობს   ზომის ელემენტარული კომპონენტებისაგან შედგენილი ოჯახი 

IiiX )(  ისეთი, რომ შესრულებულია შემდეგი სამი პირობა: 

ა) 0);>)()(( iXIii   

ბ) 0);=)(&&)()(( ji XXjiIjIiji    

გ) XX SXX  &)()((   არის   ზომის ელემენტარული ნაწილი 

0)).=)(&)(( iXXIii    

ვთქვათ, ),,,( SGE  არის ინვარიანტულ ზომიანი სივრცე და IiiX )(  

არის მის ელემენტარულ კომპონენტთა ოჯახი, რომლისთვისაც შესრულე-

ბულია ლემა 2.3.1-ის პირობები. 

[30]-ის  თანახმად,   ზომას ეწოდება ელემენტარული (ან  ელემენტა-

რულად წარმოდგენადი), თუ მართებულია 

iX
Ii
 


=  

წარმოდგენა. წინააღმდეგ შემთხვევაში,  -ზომას  ეწოდება 

არაელემენტარული. 

ვთქვათ, Iii )(  არის წყვილ-წყვილად ორთოგონალურ G -ინვარიან-

ტულ ზომათა ოჯახი განსაზღვრული G -ინვარიანტულ ზომად ),,( SGE  

სივრცეზე. 

ჩვენ ვიტყვით, რომ ეს ოჯახი არის ბაზისი ),,( SGE  ინვარიანტულ 

ზომად სივრცეზე განსაზღვრულ  ყველა G -ინვარიანტულ ელემენტარულ 

ზომათა კლასისათვის, თუ ),,( SGE  ინვარიანტულ ზომად სივრცეზე 

განსაზღვრული ყოველი ელემენტარული G -ინვარიანტული   ზომი-

სათვის არსებობს არაუარყოფით ნამდვილ რიცხვთა ისეთი Jiia )(  მიმდევ-

რობა, რომ 0)(,  JcardIJ  და  

.)(=)()( 









 


YaYSYY ii

Ji
  

მართებულია შემდეგი დამხმარე დებულება. 
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ლემა 2.3.2 ([30]). ვთქვათ,   არის მეტრიკული ტრანზიტულობის 

თვისების მქონე არატრივიალური  G -ინვარიანტული   -სასრულო ზომა1. 

ვთქვათ,    არის  G -ინვარიანტული   -სასრულო ზომა, რომელიც არის 

აბსოლუტურად უწყვეტი  ზომის მიმართ. მაშინ არსებობს ისეთი კოეფი-

ციენტი 0q , რომ 

.=  q  

დამტკიცება. რადონ-ნიკოდიმის თეორემის თანახმად, არსებობს 

ზომადი ფუნქცია 

,: 
 REf  

ისეთი, რომ ყოველი )( := domSZ   სიმრავლისათვის მართებულია 

ტოლობა 

.=)(  fdZ Z  

ლემა 2.3.2 იქნება დამტკიცებული, თუ ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ ფუნცია 

f  არის   -თითქმის ყველგან მუდმივი.  ვთქვათ, g  არის G -ჯგუფის ნების-

მიერი ელემენტი. მაშინ, SZ   ელემენტისათვის, ჩვენ გვაქვს 

.=)(=))((==)( )(  fdZZgfddfog ZZgZ   

ვინაიდან SZ   იყო აღებული ნებისმიერად, E  სივრცის  -თითქმის 

ყველა x  წერტილებისათვის ვღებულობთ 

).(=))(( xfxfog  

 ცხადია რომ f  ფუნქცია არის მუდმივი. მართლაც, ნებისმიერი და-

დებითი a  და b  რიცხვებისათვის ავღნიშნოთ baZ , -ით შემდეგი სიმრავლე 

}.)(&|{ bxfaExx   

ცხადია, რომ  Gg  ელემენტისათვის, ჩვენ ვღებულობთ 

0,=))(( ,, baba ZZg   

                                                
1 G -ინვარიანტულ   ზომას განსაზღვრულს G -ინვარიანტულ ზომად ),,( SGE  სივრცეზე 
ეწოდება მეტრიკული ტრანზიტულობის თვისების მქონე, თუ ყოველი დადებითი   
ზომის მქონე X  სიმრავლისათვის არსებობს G  ჯგუფის ელემენტთა ისეთი Nkkg )(  

მიმდევრობა, რომ სრულდება პირობა 0.=))(\( ZgE kNk 
  
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რაც ნიშნავს, რომ baZ ,  არის E -სივრცის G -თითქმის ინვარიანტული ქვე-

სიმრავლე. ვინაიდან ზომა   ფლობს  მეტრიკული ტრანზიტულობის 

თვისებას, მართებულია შემდეგი პირობა 

0.=)(0=)\( ,, baba ZZE    

შესაბამისად, ჩვენ შეგვიძლია ავაგოთ Nmmm ba ];[  სეგმენტთა ისეთი 

მიმდევრობა, რომ : 

]);;[];[)(( 1) 11 mmmm babaNmm    

0;=)(lim 2) mmm ab   

0).=),\()(( 3)
mma bZENmm   

თუ q  არის ამ სეგმენტების საერთო ელემენტი, მაშინ f   -თითქმის 

ყველგან მიიღებს მნიშვნელობას და ამით ლემა 3.3.2 დამტკიცებულია.        

ლემა 2.3.3 ([31]).   ვთქვათ,   არის  -სასრულო მეტრიკული 

ტრანზიტულობის მქონე G -ინვარიანტული ზომა და   არის  -სასრული 

ელემენტარული G -ინვარიანტული ზომა. მაშინ მართებულია ტოლობა  

,= 21    

სადაც 1  და 2  არიან ისეთი  -სასრულო G -ინვარიანტული  ზომები, რომ 

1  არის აბსოლუტურად უწყვეტი   ზომის მიმართ, და 2  და   არიან 

წყვილ-წყვილად ორთოგონალური ზომები. 

დამტკიცება.  ჩვენ გვაქვს iIi   = , სადაც iIi    აღნიშნავს  -ზო-

მის ელემენტარულ კომპონენტთა ჯამს.   ზომის  -სასრულობის გამო 

ვღებულობთ, რომ 

.)( 0Icard  

i  და   ზომების მეტრიკული ტრანზიტულობის თვისების გამო ვღე-

ბულობთ 

)),()()((  iiIii   

სადაც   და   სიმბოლოები აღნიშნავენ შესაბამისად ორთოგონალურობასა 

და აბსოლუტურად უწყვეტობას. 
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)}( & |{=0   iIiiI  აღნიშვნის შემოტანით, ჩვენ ვღებულობთ 

.=
0\0

i
IIi

i
Ii

 


  

ეს ასრულებს ლემა 2.3.3-ის დამტკიცებას.                                                             

G -ინვარიანტული მუხტების nkk 1)(  ოჯახს ეწოდება წრფივად 

დამოუკიდებელი, თუ ტოლობა 

0=
1=

kk
n

k
  

სრულდება მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ნებისმიერი ნატურალური 

][1;nk   რიცხვისათვის 0.= k  

G -ინვარიანტულ მუხტთა Iii )(  ოჯახს ეწოდება წრფივად 0 -და-

მოუკიდებელი, თუ 

.0|=|0= & )(&)(
00

0000 












 


i

Ii
ii

Ii
ICardIII   

მართებულია შემდეგი დებულება. 

ლემა 2.3.4 ([31], თავი 12, თეორემა 1). ვთქვათ, ),,( SGE  არის ინვარი-

ანტული ზომადი სივრცე და ვიგულისხმოთ, რომ S -ზე განსაზღვრულ ელე-

მენტარულ G -ინვარიანტულ ზომათა კლასი არაცარიელია. მაშინ არსებობს 

 -სასრულ ზომათა ოჯახი, ისეთი, რომ შესრულებულია პირობები: 

1) iIii ()((   არის მეტრიკული ტრანზიტულობის თვისების 

მქონე  -სასრულო G -ინვარიანტული ზომა)); 

2)  Iii )(  არის 0 -დამოუკიდებელი; 

3)  Iii )(  არის წყვილ-წყვილად დამოუკიდებელ ზომათა ოჯახი; 

4) ყოველი ელემენტარული  -სასრულო G -ინვარიანტული   

ზომისათვის არსებობს თვლადი სიმრავლე II 0  და თვლადი ოჯახი 

არაუარყოფითი 
0

)( Iiia   რიცხვებისა, ისეთი რომ 

,=
0

ii
Ii

a  

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და ეს წარმოდგენა არის ერთადერთი. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 
 <)(  არის S   -ალგებრაზე განსაზღ-

ვრულ ყველა ელემენტარულ არატრივიალურ G -ინვარიანტულ  -სასრუ-

ლო ზომათა ტრანსფინიტული მიმდევრობა. 

ვიგულისხმოთ, რომ  <  ორდინალური რიცხვისათვის წყვილ-

წყვილად ორთოგონალურ ზომათა კერძო  <)'(  მიმდევრობა  აგებულია 

ისე, რომ ლემა 2.3.4-ის მე-3) პირობაა დაკმაყოფილებული, და ყოველი  <  

ორდინალისათვის, '  ზომა იყოს   ზომის ელემენტარული კომპონენტი. 

2.3.2-2.3.3 ლემების ძალით, ყოველი  <  ორდინალისათვის, ჩვენ გვაქვს 

,''=    a  

სადაც 0a , და ზომები ''  და '  არიან წყვილ-წყვილად ორთოგონა-

ლურები. 

  ზომის  -სასრულობის თვისების გამო, ვღებულობთ რომ 

.0})&<|({ 0 acard  

განვიხილოთ '''  ზომა, სადაც 

'.='''
<




  a  

შევნიშნოთ, რომ '''  ზომა არის G -ინვარიანტული. 

ვთქვათ, 

)(=''' 
  i

Ii



 

არის '''  ზომის წარმოდგენა მისი ელემენტარული კომპონენტების ჯამის 

სახით. აღვნიშნოთ '  -ით რაიმე არატრივიალური ზომა ზომათა Iii )( )(  

ოჯახიდან. 

თუ ასეთი ზომა არ არსებობს, მაშინ ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ 0= . 

ტრანსფინიტული ინდუქციის პრინციპის თანახმად, 
 <)'(  ოჯახი 

აგებულია ისე, რომ: 
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1) ყოველი  <  ორდინალისათვის '  არის  -სასრულო მეტრი-

კული ტრანზიტულობის თვისების მქონე G -ინვარიანტული ზომა; 

2) 
 <)'(  არის წყვილ-წყვილად ორთოგონალური ზომების 

ოჯახი; 

3)  '  არის   ზომის ელემენტარული კომპონენტი. 

შევნიშნოთ, რომ '  ზომა არის ტრივიალური თუ   ზომა არის 

წარმოდგენადი  <)'(  ოჯახის ელემენტების თვლადი კომბინაციის 

სახით. 

 -სასრულობის არგუმენტის ხელახლა გამოყენებითა და იმ ფაქტის 

გათვალისწინებით, რომ ყოველი ელემენტარული კომპონენტი კვლავ 

მიეკუთვნება 
 <)(  ოჯახს, ჩვენ ვასკვნით, რომ ყოველი  -სასრული 

ელემენტარული G -ინვარიანტული   ზომისათვის, არსებობს ინდექსთა 

თვლადი ოჯახი [[0;0 I  და არაუარყოფით ნამდვილ რიცხვთა ისეთი 

0
)( Iiia   მიმდევრობა, რომ 

'.=
0

ii
Ii

a  


 

შემოვიტანოთ  აღნიშვნა 

0}=' & [[0;|{=1 iiiI   

და განვიხილოთ სიმრავლე .\[[0;= 1
II   

ვიგულისხმოთ, რომ 

).'=)(( iiIii   

ცხადია, რომ ზომათა Iii )(  ოჯახისათვის სრულდება 4)1)   პირობები. 

ამით ლემა 2.3.4 დამტკიცებულია.    

ვთქვათ, ),,( SGE  არის G -ინვარიანტული ზომადი სივრცე, Iii )(  

არის G -ინვარიანტულ ზომათა ნებისმიერი ოჯახი, რომელიც აკმაყოფი-

ლებს ლემა 2.3.4-ის 1)-4) პირობებს. მაშინ )(Icard  კარდინალურ რიცხვს 

ეწოდება G -ინვარიანტულ ზომად ),,( SGE  სივრცეზე განსაზღვრულ  -სას-
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რულო ელემენტარულ G -ინვარიანტულ ზომათა კლასის განზომილება 

(ადვილია ამ განსაზღვრის კორექტულობის ჩვენება). 

მაგალითი 2.3.1.  ვთქვათ, G  არის ლოკალურად კომპაქტური  -კომ-

პაქტური ტოპოლოგიური ჯგუფი. ვთქვათ, S  არის G  ჯგუფის ბორელის 

ქვესიმრავლეთა  -ალგებრა. მაშინ G -ინვარიანტულ ზომად ),,( SGE  სივრ-

ცეზე განსაზღვრულ  -სასრულო ელემენტარულ G -ინვარიანტულ ზომათა 

კლასის განზომილება 1-ის ტოლია. ბაზისი შედგება მხოლოდ ერთი   ელე-

მენტისაგან, სადაც   აღნიშნავს G -ჯგუფზე განსაზღვრულ ჰაარის ზომას. 

მაგალითი 2.3.2.  ვთქვათ,  =  არის  ხარაზიშვილის ზომა,  სადაც 

N[0;1]= .  შემოვიტანოთ აღნიშვნა   ).(1 ),,(= nkkkgk   

k -ით აღვნიშნოთ ზომა, განსაზღვრული პირობით 

)).(=)()()(( kk
N gBBRBB    

ასევე, დავუშვათ, რომ 

.=
1=

k
n

k
   

L -ით აღვნიშნოთ )( NR   -ალგებრის გასრულება   ზომით. ვთქვათ,   

არის L -კლასზე განსაზღვრულ ისეთ )(NR -ინვარიანტულ  -სასრულო 

ზომათა ოჯახი, რომლებიც ღებულობენ სასრულო მნიშვნელობებს 

)(1)( nkgk   ელემენტებზე. ცხადია, რომ   კლასის განზომილება n -

ის ტოლია. 

 

2.4.  ZX -ზე განსაზღვრული ელემენტარული სტაციონარული 
ზომების სტრუქტურის შესახებ 

 

შემდეგი თეორემა წარმოადგენს ლემა 2.3.4-ის უშუალო შედეგს. 

თეორემა 2.4.1 (ბაზისის არსებობა).   ვთქვათ, X  არის პოლონური 

სივრცე. ვთქვათ, T  არის ZX  სივრცეზე განსაზღვრული ძვრის ოპერატორი. 

ვთქვათ,   აღნიშნავს ჯგუფს, წარმოქმნილს T  ოპერატორით. მაშინ არსე-
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ბობს ZX  -სივრცეზე განსაზღვრულ სტაციონარულ ალბათურ ზომათა 

ისეთი Iii )(  ოჯახი, რომ შესრულებულია შემდეგი პირობები: 

1) iIii ()((   ზომას გააჩნია მეტრიკული ტრანზიტულობის 

თვისება  -ჯგუფის მიმართ)); 

2)  ზომათა Iii )(  ოჯახი არის 0 -დამოუკიდებელი; 

3)  Iii )(  არის წყვილ-წყვილად ორთოგონალურ ზომათა ოჯახი; 

4) ZX -სივრცეზე განსაზღვრული ყოველი ელემენტარული სტაციო-

ნარული ალბათური ბორელის   ზომისათვის, არსებობს ინდექსთა თვლა-

დი ოჯახი II 0  და არაუარყოფით რიცხვთა ისეთი თვლადი 
0

)( Iiia   მიმ-

დევრობა, რომ 

,=
0

ii
Ii

a  


 

და ეს წარმოდგენა არის ერთადერთი. 

დამტკიცება. ცხადია, რომ ბორელის  -ალგებრა )( ZX  არის  -ინ-

ვარიანტული. ამიტომ ZX -სივრცეზე განსაზღვრული ყოველი ელემენტა-

რული სტაციონარული ალბათური ბორელის   ზომა არის  -ინვარიან-

ტული. ლემა 2.3.4-ის გამოყენება ასრულებს თეორემის დამტკიცებას.    

შემდეგი თეორემა, პოლონური X -სივრცის შემთხვევაში, იძლევა 

ZX -სივრცეზე განსაზღვრული ელემენტარული სტაციონარული 

ალბათური ბორელის ზომათა კლასის ბაზისის სიმძლავრის  შეფასებას. 

თეორემა 2.4.2.  ვთქვათ, Iii )(  არის ZX -სივრცეზე განსაზღვრული 

ელემენტარული სტაციონარული ალბათური ბორელის   ზომათა კლასის 

ბაზისი განსაზღვრული თეორემა 2.4.1-ით. მაშინ 

,=)( cIcard  

სადაც c  აღნიშნავს კონტინუუმის სიმძლავრეს. 

დამტკიცება. ვინაიდან ZX  კვლავ წარმოადგენს პოლონურ სივრცეს, ჩვენ 

ვასკვნით რომ ZX  სივრცეზე განსაზღვრულ ბორელის ალბათურ ზომათა 



57 

სიმძლავრე c -ს ტოლია, რაც იწვევს cIcard )(  უტოლობის მართებულო-

ბას. ახლა ვაჩვენოთ cIcard )(  უტოლობის მართებულობა. ყოველი Xx  

წერტილისათვის, x -ით აღვნიშნოთ დირაკის ბორელის ზომა ZX -ზე, 

რომელიც კონცენტრირებულია ),,,,(  xxx  წერტილზე. ცხადია, რომ ყო-

ველი Xx  წერტილისათვის, x  არის ელემენტარული მეტრიკული ტრან-

ზიტულობის თვისების მქონე სტაციონარული ალბათური ზომა ZX -ზე. 

თეორემა  2.4.1-ის მე-4) პირობის მართებულობა იწვევს }:{ Iiix    პი-

რობის მართებულობას ყოველი Xx  წერტილისათვის. შესაბამისად, 

cXcardIcard =)()(  . ამით  თეორემა 2.4.2 დამტკიცებულია.    
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თავი  III.  წყვილ-წყვილად ორთოგონალური 

არაელემენტარული არასეპარაბელური დიფუზიური 

სტაციონარული პროცესების სიმრავლურ-თეორიული 

მახასიათებლები 
 

3.1. ალბათურ ზომათა ორთოგონალური ოჯახები 

განვიხილოთ  ალბათურ ზომათა ორთოგონალური ოჯახებისათვის ა. სკო-

როხოდის მიერ  [3]  ნაშრომში შემოტანილი შემდეგი  კლასიფიკაცია:  

ვთქვათ, ),( SE  არის ზომადი სივრცე.  

განსაზღვრება 3.1.1. ),( SE  ზომად სივრცეზე განსაზღვრულ ალბა-

თურ ზომათა Iii )(  ოჯახს ეწოდება ორთოგონალური )(O , თუ პარა-

მეტრთა I  ოჯახის ყოველი ორი განსხვავებული i  და j  ელემენტისათვის 

i  და j  ზომები არიან ორთოგონალურები. 

განსაზღვრება 3.1.2. ),( SE  ზომად სივრცეზე განსაზღვრულ ალბა-

თურ ზომათა Iii )(  ოჯახს ეწოდება სუსტად განცალებადი ).( SW  თუ არ-

სებობს E  სივრცის ზომად ქვესიმრავლეთა ისეთი IiiX )(  ოჯახი, რომ 

)),,(=)(&)(,( jiXIjIiji ji   

სადაც ),( ji  აღნიშნავს I  სიმრავლის 2I  დეკარტულ კვადრატზე განსაზღ-

ვრულ კრონეკერის ფუნქციას. 

განსაზღვრება 3.1.3. ),( SE  ზომად სივრცეზე განსაზღვრულ 

ალბათურ ზომათა Iii )(  ოჯახს ეწოდება ძლიერად განცალებადი ).( SS  

თუ არსებობს E  სივრცის ზომად ქვესიმრავლეთა ისეთი დიზუნქტიური 

ოჯახი IiiX )( ,  რომ 

1).=)()(( ii XIii   

განსაზღვრება 3.1.4. ვიტყვით, რომ ),( SE  ზომად სივრცეზე განსა-

ზღვრულ ალბათურ ზომათა Iii )(  ოჯახისათვის არსებობს i  პარამეტრის 
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ძალდებული შეფასება ).( EC , თუ არსებობს ისეთი ზომადი ასახვა IEi :~ , 

რომ 

1).=})=)(~:({)(( ixixIii i  

ადვილია შემდეგ იმპლიკაციათა მართებულობის დადგენა: 

).().().().( OSWSSEC   

შემდგომ ქვეთავებში ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ შებრუნებული 

იმპლიკაციები არაა ზოგადად მართებული პოლონური სივრცის Z -

ხარისხებზე განსაზღვრული ორთოგონალური სტაციონარული 

ზომებისათვის.  

 

3.2. ზოგიერთი  დამხმარე დებულება 

უსასრულო კომბინატორიკის ზოგიერთი მეთოდი წარმატებით 

გამოიყენება მათემატიკის სხვადასხვა დარგში,   მაგალითად, ტოპოლოგიასა 

და ზომის თეორიაში. ამ მეთოდებს სორის განსაკუთრებული აღნიშვნის 

ღირსია უსასრულო ბაზისურ E  სივრცეში  დამოუკიდებელ სიმრავლეთა  

მაქსიმალური (სიმძლავრის თვალსაზრისით) ოჯახის აგების მეთოდი. 

სიმძლავრის თვალსაზრისით  დამოუკიდებელ სიმრავლეთა მაქსიმალური  

ოჯახის არსებობის ამოცანა პირველად განხილული იყო ტარსკის მიერ(იხ. 

მაგალითად,  [32]).  მან დაამტკიცა რომ ეს სიმძლავრე ( )2card E სიმძლავრის 

ტოლია. ამ შედეგმა ჰპოვა საინტერესო გამოყენება ზოგად ტოლპოლოგიაში 

რომლის საშუალებითაც დამტკიცდა, რომ უსასრულო ბაზისურ 

E სივრცეში  ულტრაფილტრების კლასის სიმძლავრე 
( )22

card E

სიმძლავრის 

ტოლია (იხ. მაგალითად, [33 ]) . 

ევკლიდეს  
n
E   სივრცის  შემთხვევაში,  დამოუკიდებელ სიმრავლეთა  

მაქსიმალური ოჯახის  მეთოდის  გამოყენებით, ა. ხარაზიშვილმა ააგო ამავე 

სივრცეზე განსაზღვრული ლებეგის ზომის არაელემენტარულ 
n
D -

ინვარიანტულ წყვილ-წყვილად ორთოგონალურ გაგრძელებათა 

მაქსიმალური  (სიმძლავრის საშუალებით) ოჯახი (იხილეთ [30] ), სადაც 
n
D  
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აღნიშნავს 
n
E  სივრცის ყველა იზომეტრიულ გარდაქმნათა ჯგუფს.  

განსაკუთრებული აღნიშვნის ღირსია ის ფაქტი, რომ შპილრაინ-მარჩევსკი 

იყო პირველი, ვინც გამოიყენა  დამოუკიდებელ სიმრავლეთა  მაქსიმალური 

ოჯახის მეთოდი ლებეგის ზომის არასეპარაბელური გაგრძელებების 

ასაგებად (იხ. [34]).  მოგვიანებით,  ლებეგის ზომის არასეპარაბელური 

გაგრძელებების ასაგებად  იგივე მეთოდი  გაიყენეს  კაკუტანიმ, კოდაირამ 

და  ოქსტობიმ  (იხ. [35], [36] ). 

ა. ხარაზიშვილის  მიერ  დამოუკიდებელ სიმრავლეთა  მაქსიმალური 

ოჯახის მეთოდი გამოყენებულ იქნა ევკლიდეს 
n
E  სივრცეზე  

განსაზღვრული ლებეგის ზომის ისეთი არაელემენტარული 
n
D -

ინვარიანტული გაგრძელების ასაგებად, რომელთანაც ასოცირებული 

მეტრიკული სივრცის ტოპოლოგიური წონა არის მაქსიმალურ, კერძოდ, 2c  

კარდინალური რიცხვის ტოლი, სადაც c  აღნიშნავს კონტინუუმის 

სიმძლავრეს  (იხ. [ 30] ).  

გ. ფანცულაიას მიერ გაზოგადებულ იქნა ტარსკის მიერ 

შემუშავებული დამოუკიდებელ სიმრავლეთა  მაქსიმალური ოჯახის  

მეთოდი  და წარმატებით გამოყენებულ იქნა არათვლად  ლოკალურად 

კომპაქტურ   -კომპაქტურ  ჯგუფზე განსაზღვრული ჰაარის ზომის 

სხვადასხვა (ელემენტარული, არაელემენტარული, სეპარაბელური, 

არასეპარაბელური და სხვა)  ინვარიანტული გაგრძელებების ასაგებად 

(იხილეთ, მაგალითად, [5], [12]). ამით მოხერხდა ლებეგის ზომის  

ინვარიანტულ გაგრძელებათა  თეორიაში  ზემოთ აღნიშნული შედეგების  

განზოგადება.   

ჩვენ მოვიყვანთ  [12]  ნაშრომში  მიღებული  ზოგიერთი შედეგის 

ფორმულირებას.  

ვთქვათ, H  არის ლოკალურად-კომპაქტური  -კომპაქტური ტოპო-

ლოგიური ჯგუფი და   არის ამავე ჯგუფზე განსაზღვრული ჰაარის ზომა. 

ლემა 3.2.1 ([12], ლემა 4, გვ. 381). ვთქვათ, K  არის H  სივრცის ქვესიმ-

რავლეთა ისეთი H -ინვარიანტული თვლადად ადიტიური იდეალი, რომ 
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0),=)()(( ZKZZ    

სადაც   აღნიშნავს   ზომით განსაზღვრულ შიგა ზომას. 

მაშინ   ფუნქციონალი, განსაზღვრული პირობით 

),(=))(( XZZX    

სადაც X  არის H  სივრცის ბორელის ქვესიმრავლე, Z   და Z   არიან K  იდე-

ალის ელემენტები,  არის  ჰაარის   ზომის H -ინვარიანტული გაგრძელება. 

ლემა 3.2.2 ([12], ლემა 5, გვ. 381). ვთქვათ H  არის ისეთი ლოკალურად 

კომპაქტური  -კომპაქტური ტოპოლოგიური ჯგუფი, რომ 

).(=)( 0 HcardHcard   

მაშინ არსებობს H  ჯგუფის ქვესიმრავლეთა ისეთი ოჯახი JjjA )( , რომ: 

;2=)(    1) )(HcardJcard  

2)  J  სიმრავლის ელემენტთა  ყოველი ინექციური Nkkj )(  მიმდევ-

რობისათვის, შემდეგი  თანაკვეთა 

,kj
Nk

A


 

სადაც 

),\==)((
kjkjkjkj AHAAANkk   

არის H  ჯგუფის  თითქმის H -ინვარიანტული ქვესიმრავლე2; 

3)  J  სიმრავლის ელემენტთა  ყოველი ინექციური Nkkj )(  მიმდევ-

რობისათვის და H  ჯგუფის ყოველი ჩაკეტილი HF   ქვესიმრავლისათვის, 

რომლისთვისაც 0,>)(F  სრულდება პირობა 

),(= HcardFAcard kj
Nk 

























  

სადაც 

).\==)((
kjkjkjkj AHAAANkk 

 

                                                
2 H  ჯგუფის ქვესიმრავლეს ეწოდება H  ჯგუფის  თითქმის H -ინვარიანტული ქვესიმრავ-
ლე, თუ ყოველი Hg  ელემენტისათვის სრულდება )(<))(( HcardAAgcard  . 
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ლემა 3.2.3 ([12], თეორემა 1, გვ. 381). ვთქვათ, H  არის ისეთი ლოკა-

ლურად კომპაქტური  -კომპაქტური ტოპოლოგიური ჯგუფი, რომ 

).(=)( 0 HcardHcard   

მაშინ არსებობს H  ჯგუფის ქვესიმრავლეთა გარკვეულ  -ალგებრაზე 

განსაზღვრულ ზომათა ისეთი ორთოგონალური ოჯახი Ttt )( , რომ 

შესრულებულია შემდეგი პირობები: 

;2=)(  1)
)(2 Hcard

Tcard  

 Ttt)((  2)  ზომა t  არის ჰაარის   ზომის H -ინვარიანტული  

გაგრძელება). 

ლემა 3.2.4. ვთქვათ, H  არის ისეთი ლოკალურად კომპაქტური  -

კომპაქტური ტოპოლოგიური ჯგუფი, რომ  

).(=)( 0 HcardHcard   

მაშინ არსებობს H  ჯგუფის ქვესიმრავლეთა გარკვეულ  -ალგებრაზე 

განსაზღვრულ ზომათა ისეთი სუსტად განცალებადი ოჯახი Ttt )( , რომ 

შესრულებულია შემდეგი პირობები: 

;2=)(  1) )(HcardTcard  
 Ttt)((  2)  ზომა t  არის ჰაარის   ზომის H -ინვარიანტული  

გაგრძელება). 

დამტკიცება. ვთქვათ, JjjA )(  არის H  ჯგუფის ქვესიმრავლეთა 

ოჯახი განსაზღვრული ლემა 3.2.2-ით. ყოველი Ji  ინდექსისათვის, if -ით 

აღვნიშნოთ }{i  სიმრავლის ინდიკატორი ფუნქცია. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

}:{= JifG i  . ყოველი Gg  ელემენტისათვის, Jj
g
jA )( -ით აღვნიშნოთ H  

ჯგუფის ელემენტთა  ოჯახი განსაზღვრული შემდეგი პირობით 















,\

,
=)(

j

jg
j AH

A
AJjj             







.1)(
,0)(

jg
jg

    

ვთქვათ, gK  არის H  ჯგუფის ქვესიმრავლეთა თვლადად ადიტიური 

H -ინვარიანტული  იდეალი წარმოქმნილი Jj
g
jA )(  ოჯახით. მაშინ ადვი-
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ლია იმის შემოწმება, რომ gK  იდეალი აკმაყოფილებს ლემა 4.2.1-ის პირო-

ბებს. g -ით ავღნიშნოთ ჰაარის ზომის H -ინვარიანტული გაგრძელება 

წარმოქმნილი gK  იდეალით (იხ. ლემა 4.2.1). ამგვარად, ჩვენს მიერ 

აგებულია  ჰაარის   ზომის გაგრძელებათა ისეთი Ggg )(  ოჯახი, რომ 

.2=)(=)( )(HcardJcardGcard  

S -ით აღვნიშნოთ H  ჯგუფის ქვესიმრავლეთა H -ინვარიანტული  -

ალგებრა, წარმოქმნილი )(HF , )(H  }:{ JjA j   კლასებით, სადაც )(HF  

აღნიშნავს H  ჯგუფის იმ ქვესიმრავლეთა კლასს, რომელთა სიმძლავრეები 

არ აღემატება )(Hcard -ს, )(H  აღნიშნავს H -ჯგუფის ბორელის ქვესიმრავ-

ლეთა კლასს. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

),|=)(( SggGgg   

სადაც Sg |  აღნიშნავს g  ზომის შევიწროებას S   -ალგებრაზე. 

JG :=  აღნიშვნის შემოტანა ასრულებს ლემა 3.2.4-ის დამტკიცებას.            

  ვთქვათ, ),,,( SGH  არის ინვარიანტული ზომით აღჭურვილი 

ზომადი სივრცე.  შევნიშნოთ, რომ   ფუნქცია, განსაზღვრული პირობით 

)),(=),(&)()(( YXYXSYSXYX                              

არის S  კლასზე განსაზღვრული კვაზი-მეტრიკა. 

განსაზღვრება 3.2.1.   ვთქვათ,   არის  ექვივალენტობის მიმართება 

განაზღვრული S  კლასზე შემდეგი პირობით: ყოველი SYX ,  ელემენტე-

ბისათვის, YX   მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 0=),( YX . ვთქვათ, 

IiiS )(  არის   ბინარული მიმართებით წარმოქმნილი ექვივალენტურობის 

კლასები. მაშინ ),(   წყვილს, სადაც   არის IiiS )(  ოჯახის სელექტორი, 

ეწოდება   ზომასთან ასოცირებული მეტრიკული სივრცე. 

განსაზღვრება 3.2.2.   ზომას ეწოდება სეპარაბელური (არასეპარაბე-

ლური), თუ   ზომასთან ასოცირებული მეტრიკული ),(   სივრცის 

ტოპოლოგიური წონა )(a  აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს 
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),)(( <)( 11   aa                 

სადაც 1  აღნიშნავს პირველ არათვლად კარდინალს. 

ლემა 3.2.5 ([12], თეორემა 4, გვ. 388). ვთქვათ, H  არის ისეთი ლოკა-

ლურად კომპაქტური  -კომპაქტური ტოპოლოგიური ჯგუფი, რომ 

).(=)( 0 HcardHcard   

ვთქვათ,   არის H  ტოპოლოგიურ ჯგუფზე განსაზღვრული ჰაარის ზომა. 

მაშინ არსებობს ჰაარის ზომის H -ინვარიანტულ არაელემენტარულ გაგრძე-

ლებათა მაქსიმალური (სიმძლავრის თვალსაზრისით) ორთოგონალური 

ოჯახი Ttt )( , ისეთი რომ 
)(22=)(

Hcard
Tcard  და შესრულებულია შემდეგი 

პირობები: 

));(=)( & )()((  1) ji domdomTjTiji   

)()((  2) iaTii   არის მაქსიმალური ).2=)( & )(Hcard
ia   

ლემა 3.2.4-ში გამოყენებული სქემითა და ლემა 3.2.5-ის საშუალებით 

მტკიცდება შემდეგი ლემა. 

ლემა 3.2.6. ვთქვათ, H  არის ისეთი ლოკალურად კომპაქტური  -

კომპაქტური ტოპოლოგიური ჯგუფი, რომ 

).(=)( 0 HcardHcard   

ვთქვათ,   არის H  ტოპოლოგიურ ჯგუფზე განსაზღვრული ჰაარის ზომა. 

მაშინ არსებობს ჰაარის ზომის H -ინვარიანტულ არაელემენტარულ გაგრძე-

ლებათა  მაქსიმალური (სიმძლავრის თვალსაზრისით) სუსტად განცალე-

ბადი ოჯახი Ttt )( , ისეთი რომ )(2=)( HcardTcard  და შესრულებულია შემ-

დეგი პირობები: 

));(=)( & )()((  1) ji domdomTjTiji   

            )()((  2) iaTii   არის მაქსიმალური ).2=)( & )(Hcard
ia   
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3.3. ორთოგონალურ სტაციონარულ ზომათა მაგალითები 

თეორემა  3.3.1.  ვთქვათ, ),,( SX  არის დიფუზიური3 ალბათური 

სივრცე. მაშინ   ზომის Z -ხარისხი Z , განსაზღვრული პირობით 

ii   Z
Z = , სადაც  =i  ყოველი Zi  ინდექსისათვის, წარმოადგენს 

),( ZZ SX  ზომად სივრცეზე განსაზღვრულ დიფუზიურ სტაციონარულ 

ზომას. 

დამტკიცება. ყოველი Zk  მთელი რიცხვისათვის kPr  -ით 

ავღნიშნოთ k -ური პროექცია ZX -ზე, განსაზღვრული შემდეგი პირობით 

).=))(()(=)(( kZiikZii xxPrXxxx   Z                               

ვაჩვენოთ, რომ ZkkPr )(  არის ),,( ZZZ SX  ალბათურ სივრცეზე განსა-

ზღვრული სტაციონარული პროცესი. ჩვენ უნდა ვაჩვენოთ, რომ 

),,(
1 knn PrPr   შემთხვევითი ვექტორის განაწილება იგივეა რაც 

),,(
1 nPrnPr

knn    შემთხვევითი ვექტორის განაწილება  ყოველი 1k  და 

Zknnn ,,, 1   მთელი რიცხვებისათვის. 

მართლაც, ვთქვათ, SX i  , როცა ki 1 . მაშინ Z  ზომის თვისების 

გამო ვღებულობთ  
























  i
k

i
knn XxPrxPrXx

1=
1

))(,),((: ZZ
                 

 

 ).(=))(,),((:
1=1=

1 i
k

i
i

k

iknn XXxnPrxnPrXx   






















 ZZ

             
 

კარათეოდორის კარგად ცნობილი თეორემის ძალით, ეს ტოლობა გაგრძე-

ლებადია kS   -ალგებრის ელემენტებისათვის, რაც ასრულებს თეორემა 

3.3.1-ის დამტკიცებას.      
                                                
3 ალბათურ ),,( SX  სივრცეს ეწოდება დიფუზიური, თუ ყოველი 
წერტილოვანი სიმრავლე ეკუთვნის S  კლასს და   ზომის მნიშვნელობა ასეთ 
სიმრავლეებზე ნულის ტოლია. ასეთ შემთხვევაში ამბობენ,რომ   არის 
დიფუზიური ალბათური ზომა. 
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შედეგი  3.3.1.  ვთქვათ,   არის ნამდვილ რიცხვთა   ღერძზე 

განსაზღვრული გაუსის სტანდარტული  ალბათური ზომა. მაშინ ბორელის  

  ”თეთრი ხმაური” წარმოადგენს ( , ( ))B    ზომად სივრცეზე 

განსაზღვრულ დიფუზიურ სტაციონარულ ზომას. 

თეორემა 3.3.2. ვთქვათ, X  არის პოლონური ჯგუფი. მაშინ ZX  სივ-

რცეზე არსებობს მაქსიმალური სიმძლავრის მქონე დიფუზიურ სტაციონა-

რულ ალბათურ ზომათა ისეთი Ttt )(  ოჯახი, რომ 
c

Tcard 22=)(  და შეს-

რულებულია პირობები: 

));(=)( & )()((  )( ji domdomTjTijii   

)()((  )( iaTiiii   არის მაქსიმალური ),2=)(& c
ia   სადაც )(a  

აღნიშნავს i  ზომასთან ასოცირებული მეტრიკული სივრცის ტოპოლო-

გიურ წონას. 

დამტკიცება. ცხადია, რომ .=)(=)( 0 cXcardXcard   ვთქვათ,   არის 

X  ჯგუფზე განსაზღვრული ჰაარის ზომა. მაშინ ლემა 3.2.3-ის ძალით, 

არსებობს ჰაარის ზომის X -ინვარიანტული გაგრძელებების  მაქსიმალური 

(სიმძლავრის თვალსაზრისით) ორთოგონალური Ttt )(  ოჯახი, ისეთი, 

რომ 
c

Tcard 22=)( , და შესრულებულია პირობები: 

));(=)( & )()((  1) ji domdomTjTiji   

)()((  2) iaTii   არის მაქსიმალური ),2=)(& c
ia   სადაც )( ia   აღ-

ნიშნავს i  ზომასთან ასოცირებული მეტრიკული სივრცის ტოპოლოგიურ 

წონას. 

შემოვიღოთ შემდეგი აღვნიშვნა: Z
tt  =  როცა Tt . თეორემა 3.3.1-

ის ძალით, }:{ Ttt   ოჯახის ყოველი ელემენტი არის ZX  სივრცეზე განსა-

ზღვრული სტაციონარული ზომა და Z
t Sdom =)(  ყოველი Tt  ინდექ-

სისათვის. შესაბამისად, სრულდება პირობა )(i . 

ვაჩვენოთ,  რომ  Ttt )(   არის  წყვილ-წყვილად ორთოგონალურ ზო– 
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მათა ოჯახი. მართლაც, ვთქვათ t  და s  არიან T  სიმრავლის განსხვავებული 

ელემენტები. ლემა 3.2.3-ის ძალით, t  და s  არიან ორთოგონალურები, რაც 

ნიშნავს S   -ალგებრის  ისეთი თანაუკვეთი tX  და sX  ელემენტების არსე-

ბობას, რომ 1=)( tt X  და 1=)( ss X . Ttt )(  ოჯახის განსაზღვრის ძალით, 

სიმრავლეები Z
tt XY =  და Z

ss XY =  მიეკუთვნებიან ZS   -ალგებრას. მეორეს 

მხრივ, 1=)( 1,=)( ,= ssttst YYYY  , რაც ასრულებს )(ii  პირობის 

მართებულობის დამტკიცებას. 

შედეგი 3.3.2. ვთქვათ,   არის ნამდვილ რიცხვთა    ღერძზე 

განსაზღვრული გაუსის სტანდარტული  ალბათური ზომა.  მაშინ    სივ-

რცეზე არსებობს მაქსიმალური სიმძლავრის მქონე   -”თეთრი ხმაურის”  

სტაციონარულ გაგრძელებათა  ისეთი ორთოგონალური  Ttt )(  ოჯახი, 

რომ 
c

Tcard 22=)(  და შესრულებულია პირობები: 

));(=)( & )()((  )( ji domdomTjTijii   

)()((  )( iaTiiii   არის მაქსიმალური ),2=)(& c
ia   სადაც )(a  აღ-

ნიშნავს i  ზომასთან ასოცირებული მეტრიკული სივრცის ტოპოლოგიურ 

წონას. 

შენიშვნა 3.3.1.  ყოველ ორ პოლონურ სივრცეს შორის ბორელის იზო-

მორფიზმის არსებობა იძლევა საშუალებას თეორემა 3.3.2 განვაზოგადოთ 

ყოველი პოლონური სივრცისათვის. 

თეორემა 3.3.3.  ვთქვათ, X  არის პოლონური კომპაქტური ჯგუფი და 

Ttt )(  არის სუსტად განცალებადი ოჯახი დიფუზიური სტაციონარული 

ალბათური ზომებისა ZX  სივრცეზე. მაშინ  cTcard 2)(  . 

დამტკიცება. ვინაიდან Ttt )(  არის სუსტად განცალებადი ოჯახი, 

ამიტომ იარსებებს ZX  სივრცის ზომად ქვესიმრავლეთა ისეთი TttX )(  

ოჯახი, რომ 

)),,(=)(&)(,( jiXTjTiji ji   
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სადაც ),( ji  აღნიშნავს კრონეკერის ფუნქციას განსაზღვრულს I  სიმრავ-

ლის დეკარტულ 2I  კვადრატზე. 

ცხადია, რომ TttX )(  არის ZX  სივრცის ქვესიმრავლეთა ინექციური 

ოჯახი. ამიტომ .2=)2)( ( cZXcardTcard      

თეორემა 3.3.4   ვთქვათ, X  არის პოლონური კომპაქტური სივრცე. 

მაშინ არსებობს ZX  სივრცეზე განსაზღვრული ისეთი დიფუზიური სტაცი-

ონარული ალბათური ზომების მაქსიმალური (სიმძლავრის თვალსაზრი-

სით) სუსტად განცალებადი ოჯახი Jjj )( , რომ cJcard 2=)( . 

დამტკიცება.  ვინაიდან )(=)( 0 XcardXcard  , ჩვენ შეგვიძლია გამო-

ვიყენოთ ლემა 3.2.4. ამიტომ იარსებებს X  სივრცის ქვესიმრავლეთა 

გარკვეულ  -ალგებრაზე განსაზღვრული სუსტად განცალებადი ოჯახი 

Jjj )( , ისეთი რომ: 

;2=)(  1) cJcard  

 Jjj)((  2)  j  არის X  სივრცეზე განსაზღვრული ჰაარის   ზომის X -

ინვარიანტული გაგრძელება). 

X  სივრცის ქვესიმრავლეთა JjjA )(  ოჯახისათვის (იხ. ლემა 3.2.4-ის 

დამტკიცება) ჩვენ გვაქვს 

)),,(=)(&)(,( jiAIjIiji ji   

სადაც ),( ji  აღნიშნავს კრონეკერის ფუნქციას განსაზღვრულს J  სიმრავ-

ლის დეკარტულ 2J  კვადრატზე. 

ყოველი Jj  ელემენტისათვის, შემოვიღოთ აღნიშვნა Z
jj  = . თეო-

რემა 3.3.1-ის ძალით, j  არის ZS   -ალგებრაზე განსაზღვრული სტაციო-

ნარული ზომა. ყოველი Jj  ლემენტისათვის, შემოვიღოთ აღნიშვნა 

Z
jj AB = . JjjB )(  ოჯახისათვის ჩვენ ვღებულობთ 

)),,(=)(&)(,( jiBIjIiji ji   
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სადაც ),( ji  აღნიშნავს კრონეკერის ფუნქციას განსაზღვრულს J  სიმრავ-

ლის დეკარტულ 2J  კვადრატზე. 

ეს ასრულებს თეორემა 3.3.4-ის დამტკიცებას.   

შედეგი 3.3.3. ვთქვათ,   არის ნამდვილ რიცხვთა    ღერძზე 

განსაზღვრული გაუსის სტანდარტული  ალბათური ზომა.  მაშინ    სივ-

რცეზე არსებობს   -”თეთრი ხმაურის”  სტაციონარულ გაგრძელებათა  

ისეთი სუსტად განცალებადი  Ttt )(  ოჯახი, რომ   შესრულებულია 

პირობები: 

));(=)( & )()((  )( ji domdomTjTijii   

( ) ( ) 2 .cii card T   

მაგალითი 3.3.1 .).(( SWO  . ვთქვათ, X  არის პოლონური კომპაქტუ-

რი ჯგუფი და Jtt )(  არის ZX  სივრცეზე განსაზღვრულ წყვილ-წყვილად 

ორთოგონალურ დიფუზიურ სტაციონარულ ზომათა ისეთი ოჯახი რომ 

cJcard 2>)(  (იხ. თეორემა 3.3.2). მაშინ, თეორემა  3.3.3-ის ძალით, Jtt )(  არ 

წარმოადგენს სუსტად განცალებად ოჯახს. 

თეორემა 3.3.5.  ვთქვათ, X  არის პოლონური კომპაქტური ჯგუფი და 

Jtt )(  არის ZX  სივრცეზე  განსაზღვრულ დიფუზიურ სტაციონარულ 

ალბათურ ზომათა  ძლიერად  განცალებადი ოჯახი. მაშინ  cJcard )( . 

დამტკიცება. ვინაიდან Jtt )(  არის ძლიერად  განცალებადი ოჯახი 

დიფუზიური სტაციონარული ალბათური ზომებისა ZX  სივრცეზე, 

არსებობს დიზუნქტიური ოჯახი ზომადი JttX )(  სიმრავლეებისა, ისეთი 

რომ 1=)( tt X . თუ შევარჩევთ tt Xx   წერტილს  ყოველი Jt  

ინდექსისათვის, მაშინ მივიღებთ .=)(}):({)( cXcardJtxcardJcard Z
t     

მაგალითი 3.3.2 .).(..( SSSW  . ვთქვათ, X  არის პოლონური კომპაქ-

ტური ჯგუფი და Jtt )(  არის ZX  სივრცეზე განსაზღვრული დიფუზიური 
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სტაციონარული ზომების  ისეთი სუსტად განცალებადი ოჯახი, რომ 

cJcard >)(  (იხ. თეორემა 3.3.4). მაშინ, თეორემა  3.3.5-ის ძალით, Jtt )(  არ 

წარმოადგენს ძლიერად განცალებად ოჯახს. 

თეორემა 3.3.6.  ვთქვათ, X  არის პოლონური კომპაქტური ჯგუფი. 

მაშინ არსებობს ZX  სივრცეზე განსაზღვრული  ძლიერად  განცალებადი 

ოჯახი Jtt )(  დიფუზიური სტაციონარული ალბათური ზომებისა,  ისეთი 

რომ cJcard =)( . 

დამტკიცება. ვთქვათ, Jjjp )(  არის X -ზე განსაზღვრული ძლიერად 

განცალებადი ოჯახი დიფუზიური ბორელის ალბათური ზომებისა, ისეთი 

რომ cJcard =)(  და JjjX )(  არის დიზუნქტური ოჯახი X  სივრცის ბორე-

ლის აზრით ზომადი ქვესიმრავლეებისა, ისეთი რომ 1=)( jj Xp  ყოველი 

Jj  ინდექსისათვის.  ყოველი Jj  ელემენტისათვის შემოტანოთ აღნიშ-

ვნა Z
jj p= . ცხადია, რომ 1=)( Z

jj X  და Jj
Z
jX )(  არის დიზუნქტური ოჯა-

ხი ZX  სივრცის ბორელის აზრით ზომადი ქვესიმრავლეებისა. ეს ასრულებს  

თეორემა 3.3.6-ის დამტკიცებას.                                                                      

შედეგი 3.3.4. ვთქვათ,   არის ნამდვილ რიცხვთა    ღერძზე 

განსაზღვრული გაუსის სტანდარტული  ალბათური ზომა.  მაშინ    სივ-

რცეზე არსებობს ”თეთრი ხმაურის”  სტაციონარულ გაგრძელებათა  ისეთი 

ძლიერად განცალებადი  Ttt )(  ოჯახი, რომ   შესრულებულია პირობები: 

));(=)( & )()((  )( ji domdomTjTijii   

( ) ( ) .ii card T c    

 შენიშვნა 3.3.2. [37] ნაშრომში (იხ. თეორემა 1, გვ. 335) დადგენილია,  

რომ აქსიომათა )(ZFC  სისტემაში კონტინუუმ ჰიპოთეზის მართებულობა 

ექვივალენტურია წინადადების, რომ ყოველი კონტინუალური სუსტად გან-

ცალებადი ოჯახი ალბათური ზომებისა არის ძლიერად განცალებადი. 
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მაგალითი 3.3.3 ).().( ECSS  . ვთქვათ RRF :  არის უნივერ-

სალურად არაზომადი4  ურთიერთცალსახა ასახვა. Ri  პარამეტრისათვის, 

i -ით ავღნიშნოთ დირაკის ზომა კონცენტრირებული )(if  წერტილში. და-

ვუშვათ Z
ii  = , როცა  i R . ცხადია, რომ Rii )(  არის ძლიერად განცალე-

ბადი ოჯახი სტაციონარული ზომებისა ZR  სივრცეზე. ვაჩვენოთ, რომ 

Rii )(  ოჯახისათვის არ არსებობს ძალდებული შეფასება. დავუშვათ საწი-

ნააღმდეგო და ვთქვათ, RRi Z :~  არის ბორელის აზრით ზომადი 

ფუნქცია, ისეთი რომ 

1).=})=)(~:({)(( ixixRii i  

შევნიშნოთ, რომ }))({~(})({ 11 iiPrif k
   როცა Ri . ვინაიდან 

Rik iiPr 
 })))({~(( 1  არის წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი სიმრავლეების ოჯახი 

და Rif
Ri

=})}({{ 1


 , ჩვენ ვასკვნით, რომ })({=}))({~( 11 ifiiPrk
 , როცა Ri . 

შესაბამისად ეს ტოლობა გაგრძელებადია ყოველი RY   ქვესიმრავლი-

სათვის შემდეგნაირად 

).(=))(~( 11 YfYiPrk
  

ვინაიდან  f არ არის უნივერსალურად ზომადი, არსებობს ბორელის 

აზრით ზომადი სიმრავლე )(0 RY   ისეთი, რომ )()( 0
1 RYf  . უკანას-

კნელი თანაფარდობა ნიშნავს, რომ )())(~( 0
1 RYiPrk  , რაც ეწინააღმდეგება 

პირობას )()))(~( 1 RYiPrk  , როცა )(RY  . 

 

                                                
4 ვთქვათ, K  არის ( )B   -ალგებრაზე განსაზღვრულ ბორელის ალბათურ ზომათა 

კლასი. ( )B  -ით აღვნიშნოთ ( )B $  -ალგებრის გასრულება   ზომით, სადაც 

K  . E B  სიმრავლეს ეწოდება უნივერსალურად ზომადი, თუ ( )KE B 
  . 
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3.4.  არასეპარაბელური არაელემენტარული 

სტაციონარული ზომები 

ვთქვათ, H  არის საკოორტინატო 2R  სიბრტყის შემობრუნებათა ჯგუ-

ფი კოორდინატთა სათავის გარშემო. ჩვენ შეგვიძლია მისი გაიგივება 

ერთეულოვან (0,1)S  წრეწირთან ცენტრით საკოორტინატო 2R  სიბრტყის 

სათავეში და რადიუსით ერთი. ყოველი (0,1)Sg  ელემენტისათვის, ჩვენ 

შემოგვაქვს აღნიშვნა )(=)( gg  , სადაც )(g  აღნიშნავს კუთხეს g  და (1.0)  

ვექტორებს შორის. ცხადია, რომ  2<)(0 g . ჩვენ აღვნიშნავთ  -ით H  

ჯგუფის ოპერაციას. ვთქვათ,   არის H  ჯგუფზე განსაზღვრული 

ნორმირებული ჰაარის ზომა. Hh  ელემენტისათვის, ჩვენ შემოგვაქვს 

აღნიშვნა )(=)( HghggTh  . ვთქვათ, Iii )(  არის  ჰაარის   ზომის hT -

ინვარიანტულ არაელემენტარულ გაგრძელებათა ისეთი ოჯახი, რომ 

)(22=)(
Hcard

Icard  და: 

);:=)(=)( & )()((  1) SdomdomIjIiji ji   

)()((  2) iaIii   არის მაქსიმალური ),2=)(& )(Hcard
ia   სადაც 

)( ia   აღნიშნავს i  ზომასთან ასოცირებული მეტრიკული სივრცის ტოპო-

ლოგიურ წონას. ასეთი ოჯახის არსებობა გამომდინარეობს ლემა 3.2.5-იდან. 

დავუშვათ, რომ ))((=)(  n
hn T , როცა Zn . 

ჩვენ განვსაზღვრავთ Z[[0,2  სივრცის ქვესიმრავლეთა 0S   -ალგებ-

რას შემდეგნაირად: 

}.:)(){(=0 SXXS Znn                               

განვსაზღვროთ i  ზომა შემდეგნაირად: 

})).))((:({=)()(( 0 YYSYY Znni                          

თეორემა 3.4.1. ალბათურ ზომათა Iii )(  ოჯახი არის Z[[0,2 -სივ-

რცეზე განსაზღვრული წყვილ-წყვილად ორთოგონალური არაელემენტა-

რული სტაციონარული ზომების ისეთი მაქსიმალური (სიმძლავრის თვალ-
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საზრისით) ოჯახი,  რომ 
c

Icard 22=)(  და შესრულებულია შემდეგი პირო-

ბები: 

));(=)( & )()((  1) ji domdomIjIiji   

)()((  2) iaIii   არის მაქსიმალური ),2=)(& c
ia   სადაც )( ia   

აღნიშნავს i  ზომასთან ასოცირებული მეტრიკული სივრცის ტოპოლოგი-

ურ წონას. 

დამტკიცება.  პირველად ვაჩვენოთ, რომ Iii )(  არის ორთოგო-

ნალურ ზომათა ოჯახი. მართლაც, ვინაიდან Iii )(  ოჯახი არის 

ორთოგონალური, ყოველი განსხვავებული Iji ,  ინდექსებისათვის 

არსებობს ისეთი SYi  , რომ 1=)( ii Y  და 0=)( ij Y . შესაბამისად, 

)()(= iZnni YX  -ისთვის, ჩვენ ვღებულობთ 1=)(=)( iiii YX   და 

0=)(=)( ijij YX  . 

ჩვენ უნდა ვაჩვენოთ, რომ i  არის არაელემენტარული ზომა ყოველი 

Ii  ინდექსისათვის. დავუშვათ საწინააღმდეგო და ვთქვათ, Xi )(  არის 

მისი ელემენტარული კომპონენტი. მაშინ, თუ 0SZ   სიმრავლისათვის 

სრულდება პირობა 0>)()( ZXi  ,  მაშინ იარსებებს Z  სიმრავლის ელემენ-

ტთა ისეთი Nkkn )(  მიმდევრობა, რომ 

0.=)(\)( 











ZTX kn

Nk
Xi              

ვთქვათ, Y  და W  არიან S -ის ისეთი ელემენტები, რომ 

)()(= YX Znn   
და 

                         ).()(= WZ Znn    

ერთის მხვრივ, 0>)()( XXi  პირობა იწვევს 0>)(Yi  პირობის 

მართებულობას. მეორეს მხრივ, Z  სიმრავლის ელემენტთა რაიმე Nkkn )(  

მიმდევრობისათვის, 

0=)(\)( 











ZTX kn

Nk
Xi                      
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პირობის მართებულობა იწვევს შემდეგი პირობის მართებულობას 

0.=)()(\)( 











WTY kn

h
Nk

Yi                      

უკანასკნელი თანაფარდობა ნიშნავს, რომ i  ზომას აქვს ელემენტარული  

კომპონენტი Yi )( , რაც ეწინააღმდეგება ლემა 3.2.5-ის შედეგს. 

შევნიშნოთ, რომ თეორემა 3.2.2-ის ძალით, i  არის Z[[0,2  სივრცეზე 

განსაზღვრული სტაციონარული ზომა ყოველი Ii  ინდექსისათვის. 

ამგვარად, Iii )(  არის Z[[0,2  სივრცეზე განსაზღვრული წყვილ-

წყვილად ორთოგონალური არაელემენტარული სტაციონარული ზომების 

ისეთი მაქსიმალური (სიმძლავრის თვალსაზრისით) ოჯახი, რომ 

c
Icard 22=)(  და ამასთან 

).:=)(=)( & )()(( 0SdomdomIjIiji ji                      

ახლა ვაჩვენოთ  მე-2) პირობის მართებულობა. 

ვინაიდან c
ia 2=)( , ამიტომ იარსებებს S   -ალგებრის ელემენტთა 

ისეთი JjjA )(  ოჯახი, რომ cJcard 2=)(  და  

.
2
1=)(=),(&&))(( 





   jjijji

AAAAjjJjJjjj 
 

თუ შემოვიტანთ აღნიშვნას JjjZnnJjj AB  ))()((=)(  , მაშინ მივიღებთ 

.
2
1=)(=)(=),(&&))(( 





   jjijjijji

AABBBBjjJjJjjj  (1) 

მიღებული თანაფარდობა ნიშნავს მე-2) პირობის მართებულობას.   

თეორემა 2.2.2, ლემა 3.2.6-ისა და თეორემა 3.4.2-ის დამტკიცებაში 

გამოყენებული სქემის საშუალებით ჩვენ ვღებულობთ შემდეგი დებულების 

დამტკიცებას. 

თეორემა  3.4.2. არსებობს Z[[0,2 -სივრცეზე განსაზღვრული  არაელე-

მენტარული არასეპარაბელური სტაციონარული ზომების მაქსიმალური 
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(სიმძლავრის თვალსაზრისით)  ისეთი სუსტად-განცალებადი ოჯახი 

Jjj )( , რომ ( ) 2ccard J   და შესრულებულია შემდეგი პირობა: 

)()(( iaJij   არის  მაქსიმალური ),2=)(& c
ia   

სადაც )( ia   აღნიშნავს i  ზომასთან ასოცირებული მეტრიკული სივრცის 

ტოპოლოგიურ წონას. 
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თავი IV.  ძვრა-ზომათა N -ხარისხების ოჯახის 

განცალებადობის შესახებ R  სივრცეში 

4.1.  ზოგიერთი დამხმარე ცნება და დებულება 

შეთანხმება 4.1.1.  მომავალში N  -ის ქვეშ ჩვენ ვიგულისხმებთ 

}{1,2,  სიმრავლეს. 

განსაზღვრება 4.1.1 ([13]). ნამდვილ რიცხვთა ,,, 321 sss  მიმდევრო-

ბას ),( ba  ინტერვალიდან ეწოდება უნიფორმულად განაწილებული ),( ba  

ინტერვალზე, თუ ყოველი ],[ dc  და ),( ba  ქვეინტერვალებისათვის ჩვენ 

გვაქვს 

,=]),[},,,,({#
lim 321

ab
cd

n
dcssss n

n 





 

სადაც #  აღნიშნავს მთვლელ ზომას. 

შენიშვნა  4.1.1. ასეთი მიმდევრობები შეისწავლება დიოფანტურ მიახ-

ლოებათა თეორიაში და მათ აქვთ გამოყენებები მონტე კარლოს ინტეგრება-

დობის საკითხებში (იხილეთ,  მაგალითად, [38], [39], [40]). 

შეთანხმება 4.1.2. ყოველი ნამდვილი r  რიცხვისათვის, >< r  სიმბო-

ლოთი აღინიშნება r  რიცხვის წილადი ნაწილი, ე.ი., ][>=< rrr  , სადაც ][r  

აღნიშნავს r -ის მთელ ნაწილს. 

მაგალითი  4.1.1  ([13], სავარჯიშო 1.12, გვ. 16). ყოველი ირაციონალუ-

რი   რიცხვისათვის, მიმდვრობა 

>3<>,2<>,<>,0<   

არის უნიფორმულად განაწილებული (0,1)  ინტერვალზე. 

მაგალითი 4.1.2  ([13], მაგალითი 1.13, გვ. 16). მიმდევრობა 

 ,1,,0,,
3
2,

3
1,

3
0,

2
1,

2
0,

1
0 

k
k

k
  

არის უნიფორმულად განაწილებული (0,1)  ინტერვალზე. 
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მაგალითი 4.1.3  ყოველი ირაციონალური   რიცხვისათვის, მიმდევ-

რობა 

>,11<>,7<>,5<>,3<>,2<   

არის უნიფორმულად განაწილებული (0,1)  ინტერვალზე. ეს არის ანალი-

ზურ რიცხვთა თეორიის მეტად მნიშვნელოვანი თეორემა, რომელიც მიღე-

ბულ იქნა ვინოგრადოვის მიერ 1935 წელს (იხილეთ [40]). 

ვთქვათ, X  არის კომპაქტური პოლონური სივრცე და   არის ამავე 

სივრცეზე განსაზღვრული ბორელის ალბათური ზომა. ვთქვათ, )(X  არის 

X  სივრცეზე განსაზღვრულ ბორელის შემოსაზღვრულ ფუნქციათა სივრცე. 

განსაზღვრება  4.1.3 . X  სივრცის ელემენტთა ,,, 321 sss  

მიმდევრობას ეწოდება  -ექვიგანაწილებული ან  -უნიფორმულად 

განაწილებული X  სივრცეზე,   თუ ყოველი )(Xf   ელემენტისათვის 

სრულდება ტოლობა 

.=)(1
lim

1=
fdsf

N Xn
N

nN



 

ლემა 4.1.2 ([13], ლემა 2.1, გვ. 199).  ვთქვათ, )(Xf   და 
  := . 

მაშინ,  -თითქმის ყველა 
  Xs Nnn )(  მიმდევრობისათვის,  სრულდება 

ტოლობა 

.=)(1
lim

1=
fdsf

N Xn
N

nN



 

ლემა 4.1.3 ([13], გვ. 199-201).  ვთქვათ, S  არის  -ექვიგანაწილებულ 

მიმდევრობების სიმრავლე X -სივრცეზე. მაშინ 

1=)( )( Si  ; 

Sii  )(  არის პირველი კატეგორიის სიმრავლე; 

Siii  )(  არის ყველგან მკვრივი ტიხონოვის ტოპოლოგიაში. 

შედეგი 4.1.1. ვთქვათ, 1  არის ლებეგის წრფივი ზომა (0,1)  ინტერ-

ვალზე. ვთქვათ, D  არის 1 -ექვიგანაწილებულ მიმდევრობების სიმრავლე 

(0.1)-ზე.  მაშინ 
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1=)( )( 1 Di  ; 

Dii  )(  არის პირველი კატეგორიის სიმრავლე; 

Diii  )(  არის ყველგან მკვრივი ტიხონოვის  ტოპოლოგიის მიმართ. 

განსაზღვრება 4.1.4. ვთქვათ,   არის R  ღერძზე განსაზღვრული ალ-

ბათური ბორელის ზომა და F  არის მისი განაწილების ფუნქცია. ნამდვილ 

რიცხვთა ,,, 321 sss  მიმდევრობას ეწოდება  -ექვიგანაწილებული ან  -

უნიფორმულად განაწილებული R  ღერძზე, თუ ყოველი ],[ ba  

)<(  ba ინტერვალისათვის მართებულია ტოლობა 

).()(=}),,{],([#
lim 1 aFbF

n
xxba n

n







 

ლემა 4.1.4.  ვთქვათ, Nkkx )(  არის 1 -უნიფორმულად განაწილე-

ბული მიმდევრობა (0.1)-ზე  და F  არის მკაცრად ზრდადი ფუნქცია 

}{}{=  RR -ზე ისეთი, რომ 0=)(lim=)( xFF x   და 

1=)(lim=)( xFF x  . ვთქვათ, Fp  არის ბორელის ალბათური ზომა R -

ზე განსაზღვრული განაწილების F  ფუნქციით. მაშინ NkkxF 
 ))(( 1  არის 

Fp -უნიფორმულად განაწილებული მიმდევრობა R  ღერძზე. 

დამტკიცება. ჩვენ გვაქვს 

n
xFxFba n

n

)})(,),({],([#
lim

1
1

1 



   

).()(=}),,{)](),(([#
lim 1 aFbF

n
xxbFaF n

n








                          

შედეგი 4.1.2.  ვთქვათ, F  არის მკაცრად ზრდადი ფუნქცია 

}{}{:=  RR -ზე, ისეთი, რომ 0=)(lim=)( xFF x   და 

1=)(lim=)( xFF x  , და ვთქვათ, Fp  არის ბორელის ალბათური ზომა 

R -ზე განსაზღვრული განაწილების F  ფუნქციით. მაშინ R  ღერძზე Fp -

უნიფორმულად განაწილებული მიმდევრობების )(  RDF  

სიმრავლისათვის  ჩვენ გვაქვს: 

}.)(:))({(= )( 1 DxxFDi NkkNkkF 
  
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1=)( )( FF Dpii  ; 

FDiii  )(  არის პირველი კატეგორიის სიმრავლე; 

FDiv  )(  არის ყველგან მკვრივი ტიხონოვის  ტოპოლოგიის მიმართ. 

ვთქვათ,  )(  არის ),( SE  ზომად სივრცეზე განსაზღვრულ  ალბა-

თურ ზომათა ოჯახი. ყოველი   პარამეტრისათვის   სიმბოლოთი 

აღვნიშნოთ   ზომის გასრულება. 

განსაზღვრება 4.1.5. ჩვენ ვიტყვით, რომ  )(  ოჯახი არის ძლიე-

რად განცალებადი, თუ არსებობს ( )dom
 




  კლასის ელემენტთა  )(Z  

ოჯახი, ისეთი რომ 

1;=)( )(  Zi  

;= )(
21

  ZZii  

.= )( EZiii    

შემდგომში ჩვენ დაგვჭირდება შემდეგი კარგად ცნობილი ფაქტი 

ალბათობის თეორიიდან. 

ლემა 4.1.5 (დიდ რიცხვთა გაძლიერებული კანონი)[4]. ვთქვათ, 

,..., 21 XX  არის ერთნაირად განაწილებულ დამოუკიდებელ შემთხვევით 

სიდიდეთა მიმდევრობა შემოსაზღვრული საშუალოთი, ე.ი., 

<==)(=)( 21 mXEXE  . მაშინ 

1.==
)(

lim: 1=


























 


m
n
X

p
n
k k

n


  

 

4.2. ძირითადი  შედეგები 

(0,1)  ინტერვალზე უნიფორმულად განაწილებულ ნამდვილ 

რიცხვთა მიმდევრობათა თვისებების  გამოყენებით მტკიცდება 

თეორემა 4.2.1.   ვთქვათ, F  არის R  ღერძზე განსაზღვრული  

განაწილების ფუნქცია  და Fp  არის F  ფუნქციით განსაზღვრული 



80 

ბორელის ალბათური ზომა R  ღერძზე. ვთქვათ, ყოველი R  

პარამეტრისათვის, ).)((=)( RxxFxF   მაშინ ძვრა-ზომათა N -

ხარისხების RFp 



)(  ოჯახი არის ძლიერად განცალებადი. 

დამტკიცება. ყოველი R  პარამეტრისათვის, D -ით აღვნიშნოთ 

სიმრავლე 
Fp -უნიფორმულად განაწილებული მიმდევრობებისა R  სივ-

რცეში. ვაჩვენოთ, რომ ყოველი  <<< 21   პარამეტრებისათვის 

სრულდება ტოლობა  =
21  DD . ყოველი 

1
)( Dx Nkk   მიმდევრობი-

სათვის, ჩვენ გვაქვს 

).(=(0)=}),,{,0]((#
lim 11

1  FF
n

xx n
n




 

ანალოგიურად, ყოველი 
2

)( Dx Nkk   მიმდევრობისათვის, ჩვენ გვაქვს 

).(=(0)=}),,{,0]((#
lim 22

1  FF
n

xx n
n




 

ვინაიდან F  არის მკაცრად ზრდადი ფუნქცია R -ზე, ჩვენ ვღებულობთ 

)(<)( 21  FF .  ეს უკანასკნელი პირობა იწვევს, რომ  =
21  DD . 

R  პარამეტრისათვის Y -ით აღვნიშნოთ X  სიმრავლის ისეთი 

F  სიმრავლე, რომლისთვისაც სრულდება ტოლობა 1=)( 
YpF

 . 

{0}\R  პარამეტრისათვის შემოვიტანოთ აღნიშვნა  YZ =  და  

).\(= 00  ZRYZ R
   

R  პარამეტრისათვის შემოვიტანოთ შემდეგი აღნიშვნა 

).\()(=  ZRZL   

ვთქვათ,  LS R= . ჩვენ უნდა ვაჩვენოთ, რომ SR  )( ; 

მართლაც, დავაფიქსიროთ )(  RX  . R  პარამეტრისათვის ჩვენ გვაქვს 

)).\(()(=  ZRXZXX   

ვინაიდან 

)(  ZZX   



81 

და 

),\())\((  ZRZRX     

ჩვენ ვასკვნით, რომ LX  . შესაბამისად, SLX R = . ვინაიდან ბო-

რელის სიმრავლე X  აღებული იყო ნებისმიერად, ჩვენ ვასკვნით, რომ 

SR  )( . 

    როგორც მარტივი შედეგი, ჩვენ ვღებულობთ, რომ SZ  , როცა R . 

   ყოველი R0 , ჩვენ გვაქვს 

.}=
0{\0  ZZZ RR    

    ვინაიდან )(
00  ZZ   და  

),\(}0{\  ZRZR


    

ჩვენ ვასკვნით, რომ 
0 LZR   . R0  იყო აღებული ნებისმიერად, რაც 

ნიშნავს რომ 

.=
00

SLRZR     

ცხადია, რომ S , როგორც თანაკვეთა R  სივრცის  -ალგებრებისა, 

ასევე არის  -ალგებრა. შესაბამისად, SZR R  


\ . 

ვთქვათ, R0 . ვთქვათ, 

),\(=
00  ZRZX R

   

და  ZX = , როცა 0  . 

ახლა ადვილია იმის შემოწმება, რომ 

)(= )(  domSXi   როცა R ; 

1;=)( )( 
Xpii F

  

;= )(
21

  XXii  

.= )( 
 RXiii   

ეს ასრულებს თეორემა 4.2.1-ის დამტკიცებას.    

დიდ რიცხვთა გაძლიერებული კანონის გამოყენებით ვღებულობთ 

შემდეგი დებულების მართებულობას. 
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თეორემა 4.2.2. ვთქვათ, F  არის განაწილების ფუნქცია 

}{}{:=  RR -ზე, ისეთი რომ  <)(xxdFR
. ვთქვათ, Fp  არის ბორე-

ლის ალბათური ზომა R -ზე განსაზღვრული F -ით. R  პარამეტრი-

სათვის განვსაზღვროთ F  შემდეგნაირად: 

 ).)((=)( RxxFxF   

მაშინ ძვრა-ზომათა N -ხარისხების RFp 



)(  ოჯახი არის ძლიერად განცა-

ლებადი. 

დამტკიცება. R  პარამეტრისათვის D -ით აღვნიშნოთ სიმრავლე, 

განსაზღვრული შემდეგნაირად 

1,=})=
))((

lim & )(:){(= 1=  n

xPr
RxxD

Niik
n

k
n

NiiNii









  

სადაც kPr  აღნიშნავს k -ურ პროექციას, განსაზღვრულს შემდეგნაირად 

kNiik xxPr =))((  .    

ლემა 4.1.5-ის ძალით, ჩვენ ვასკვნით, რომ 1=)( 
DpF

   R -თვის.   

ცხადია, რომ  =
21  DD  ყოველი განსხვავებული R21,  პარამეტ-

რებისათვის. 

R  პარამეტრისათვის Y -ით აღვნიშნოთ X  სიმრავლის ისეთი 

F  სიმრავლე, რომლისთვისაც სრულდება ტოლობა 1=)( 
YpF

 . 

{0}\R  პარამეტრისათვის შემოვიტანოთ აღნიშვნა  YZ =  და  

).\(= 00  ZRYZ R
   

R  პარამეტრისათვის შემოვიტანოთ შემდეგი აღნიშვნა 

).\()(=  ZRZL   

ვთქვათ,  LS R= . ჩვენ უნდა ვაჩვენოთ, რომ SR  )( ; 

მართლაც, დავაფიქსიროთ )(  RX  . R  პარამეტრისათვის ჩვენ გვაქვს 

)).\(()(=  ZRXZXX   
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ვინაიდან 

)(  ZZX   

და 

),\())\((  ZRZRX     

ჩვენ ვასკვნით, რომ LX  . შესაბამისად, SLX R = . ვინაიდან ბო-

რელის სიმრავლე X  აღებული იყო ნებისმიერად, ჩვენ ვასკვნით, რომ 

SR  )( . 

 როგორც მარტივი შედეგი, ჩვენ ვღებულობთ, რომ SZ  , როცა 

R . 

ყოველი R0 , ჩვენ გვაქვს 

.}=
0{\0  ZZZ RR    

    ვინაიდან )(
00  ZZ   და  

),\(}0{\  ZRZR


    

ჩვენ ვასკვნით, რომ 
0 LZR   . R0  იყო აღებული ნებისმიერად, რაც 

ნიშნავს რომ 

.=
00

SLRZR     

ცხადია, რომ S , როგორც თანაკვეთა R  სივრცის  -ალგებრებისა, 

ასევე არის  -ალგებრა. შესაბამისად, SZR R  


\ . 

ვთქვათ, R0 . ვთქვათ, 

),\(=
00  ZRZX R

   

და  ZX = , როცა 0  . 

ახლა ადვილია იმის შემოწმება, რომ 

)(= )(  domSXi   როცა R ; 

1;=)( )( 
Xpii F

  

;= )(
21

  XXii  
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.= )( 
 RXiii   

ეს ასრულებს თეორემა 4.2.2-ის დამტკიცებას.                                      

მაგალითი 4.2.1. ვთქვათ, F  არის გაუსის განაწილების ფუნქცია R -ზე 

)<<,0)(,( 22   Rmm  პარამეტრებით. მაშინ თეორემა 4.2.1-ის (ან 

თეორემა 4.2.2-ის) გამოყენებით ჩვენ ვასკვნით, რომ ძვრა-ზომათა N -ხარის-

ხების RFp 



)(  ოჯახი არის ძლიერად განცალებადი. 

მაგალითი  4.2.2.  ვთქვათ, F  არის პუასონის განაწილების ფუნქცია 

R -ზე   პარამეტრით. მაშინ, თეორემა 4.2.2-ის გამოყენებით ჩვენ ვასკვნით, 

რომ ძვრა-ზომათა N -ხარისხების RFp 



)(  ოჯახი არის ძლიერად განცა-

ლებადი. შევნიშნოთ, რომ ამ შედეგის მართებულობის დადგენა შეუძლებე-

ლია თეორემა 4.2.1-ის გამოყენებით. 

მაგალითი  4.2.3. ვთქვათ, F  არის კოშის განაწილების ფუნქცია R -ზე.  

მაშინ, თეორემა 4.2.1-ის გამოყენებით ჩვენ ვასკვნით, რომ ძვრა-ზომათა N -

ხარისხების RFp 



)(  ოჯახი არის ძლიერად განცალებადი. შევნიშნოთ, რომ 

ამ შედეგის მართებულობის დადგენა შეუძლებელია თეორემა 4.2.2-ის გამო-

ყენებით. 

 

4.3.  [0,1] სივრცეზე განსაზღვრულ  სუსტად განცალებად 

სტაციონარულ ზომათა  ერთი  მაგალითის  შესახებ 

ვთქვათ,  არის   ( , )E S  ზომად სივრცეზე განსაზღვრულ  ალბათურ ზომათა 

ოჯახი.  

განსაზღვრება 4.3.1. ჩვენ ვიტყვით, რომ  )(  ოჯახი არის ძლიე-

რად განცალებადი, თუ არსებობს )(  domS   კლასის ელემენტთა 

 )(Z  ოჯახი, ისეთი რომ 

1;=)( )(  Zi  
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;= )(
21

  ZZii  

           .= )( EZiii    

განსაზღვრება 4.3.2. ჩვენ ვიტყვით, რომ  )(  ოჯახი არის სუსტად 

განცალებადი, თუ არსებობს )(  domS   კლასის ელემენტთა 

 )(Z  ოჯახი, ისეთი რომ  
1 2

2
1 2 1 2

( ) ( , ) ( , )X
 

       , სადაც (, )    

აღნიშნავს 2  სიმრავლეზე განსაზღვრულ კრონეკერის ფუნქციას.  

  მაგალითი 4.3.2.   განვსაზღვროთ  ალბათურ ზომათა 
]0;1[ ]1;2[

( )
t t

   ოჯახი 

შემდეგნაირად:  თუ 2([0,1] )X B , მაშინ  
1

( ) ( { } [0,1])
t
X l X t      როცა 

]0,1[t   და  
1

( ) ( [0,1] { })
t
X l X t     როცა ]1,2[.t   ახლა განვიხილოთ 

ალბათურ ზომათა ოჯახი 
]0;1[ ]1;2[

.( )
t t

  
  ცხადია, რომ ის  წარმოადგენს 

2([0,1] )  სივრცეზე განსაზღვრულ სტაციონარულ ალბათურ ზომათა  ოჯახს. 

ასევე  ცხადია, რომ ეს ოჯახი  სუსტად განცალებადია. მართლაც, თუ 

განვიხილავთ ბორელის სიმრავლეთა 
]0;1[ ]1;2[

( )
t t
X

    ოჯახს, განსაზღვრულს 

პირობით 2 \{1}({ } [0,1]) ([0,1] )
i
X t      როცა ]0,1[t   და  

2 \{1}([0,1] { }) ([0,1] )
i
X t      როცა ]1,2[t  , მაშინ ცხადია, რომ  

                           
1 2

2
1 2 1 2

( ) ( , ) ( , ([0,1] ]1,2[) )
t t
X t t t t    .                                                                                                                                            

თეორემა 4.3.1. (( )&( )ZFC CH  )   სტაციონარულ ალბათურ ზომათა  სუსტად 

განცალებადი    
]0;1[ ]1;2[

.( )
t t

  
 ოჯახი  არის  ძლიერად განცალებადი.  

დამტკიცება.  ა.სკოროხოდის  ერთი ცნობილი შედეგის თანახმად, 

კონტინუუმ ჰიპოთეზის მართებულობიდან გამომდინარეობს, რომ 

კონტინუუმის სიმძლავრის მქონე ალბათურ ზომათა ნებისმიერი სუსტად 

განცალებადი ოჯახი არის ძლიერად განცალებადი (იხილეთ, [3]). 

შესაბამისად, 
]0;1[ ]1;2[

( )
t t

  
 ოჯახი    ძლიერად განცალებადია.                          

შენიშვნა 4.3.1. თეორემა 4.3.1-ის მართებულობა შესაძლებელია დადგინდეს  
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კონტინუუმ ჰიპოთეზაზე უფრო სუსტი, ეგრეთ წოდებული, მარტინის 

აქსიომით (იხილეთ [41 ]).  ეს გამომდინარეობს ზ.ზერაკიძის შედეგიდან, 

რომლის თანახმადაც, მარტინის აქსიომის მართებულობის შემთხვევაში, 

პოლონურ სივრცეზე  განსაზღვრული ყოველი კონტინუუმის სიმძლავრის  

ბორელის ალბათურ ზომათა  სუსტად განცალებადი ოჯახი არის ძლიერად 

განცალებადი(იხილეთ [11]). 4.3.2   მაგალითთან დაკავშირებით ბუნებრი-

ვად იბადება შეკითხვა, თუ რამდენად არის  შესაძლებელი  ( )& ( )ZF DC  

თეორიის ისეთი  თავსებადი გაფართოების აგება, რომელშიც   

სტაციონარულ ალბათურ ზომათა    
]0;1[ ]1;2[

.( )
t t

  
 ოჯახი  არ იქნება   

ძლიერად განცალებადი.  სასარგებლოა შევნიშნოთ, რომ ალბათურ ზომათა    

]0;1[ ]1;2[
( .)

t t
   ოჯახისათვის მსგავსი ამოცანა წყდება დადებითად. მართლაც, 

ერთის მხრივ, ჩვენ გვაქვს, რომ                     

                                      
1 2

2
1 2 1 2

( ) ( , ) ( , ([0,1] ]1,2[) ),
t t
X t t t t     

რაც ნიშნავს, რომ  ალბათურ ზომათა 
]0;1[ ]1;2[

( .)
t t

   ოჯახი სუსტად 

განცალებადია. თეორემა 4.3.1-ის დამტკიცებაში გამოყენებული სქემით, 

ჩვენ ვასკვნით, რომ  ეს ოჯახი  ( )&( )ZFC CH  თეორიაში არის ძლიერად 

განცალებადი. თუ განვიხილავთ  ამავე ოჯახისათვის  ძლიერად 

განცალებადობის ამოცანას სოლოვეის ( )SM  მოდელში (იხილეთ [42]), 

რომელიც განისაზღვრება შემდეგნაირად ( ) ( ) &( )&{SM ZF DC  ნამდვილი 

  ღერძის ყოველი ქვესიმრავლე ზომადია ლებეგის აზრით },მაშინ პასუხი 

იქნება უარყოფითი. მართლაც,  თუ დაუშვებთ, რომ  ალბათურ ზომათა 

]0;1[ ]1;2[
( .)

t t
    

ოჯახი სუსტად განცალებადია, მაშინ იარსებებს 2[0,1]  

სიმრავლის ისეთი დახლეჩა 
]0;1[ ]1;2[

( )
t t
Y

 
, რომ შესრულდება  პირობა 

( ) 1
t t
Y  , როცა ]0,1[ ]1,2[.t    განვიხილოთ სიმრავლეები A  და B , 

განსაზღვრული შემდეგი პირობებით:  
]0,1[t t

A Y   , 
]1,2[t t

B Y  .  ეს 

თანაუკვეთი სიმრავლეები არიან ზომადი ლებეგის აზრით. მეორეს მხრივ 

ყოველი {( , ) : ( , ) } ( ]1,2[)
x
A x y x y A x    კვეთის, ისევე როგორც 
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{( , ) : ( , ) } ( ]1,2[)yB x y x y B y    კვეთის  წრფივი ლებეგის  
1
l  ზომა  ერთის 

ტოლია. ფუბინის თეორემის თანახმად ვღებულობთ, რომ  

2 1

]0,1[

( ) ( ) 1
x

l A l A dx   და 
2 1

]1,2[

( ) ( ) 1yl B l B dy  . ეს ეწინააღმდეგება პირობას, 

რომ  
2 2
( ) ( ) 1.l A l B                                                                                                   

 

4.4.  R -სივრცეზე განსაზღვრული ერთი ინვარიანტული 
ზომის შესახებ 

 
ცნობილია, რომ თუ    წარმოადგენს ნამდვილ რიცხვთა   ღერძზე 

განსაზღვრულ ერთ-განზომილებიან ბორელის ალბათურ ზომას  

დადებითი  განაწილების  სიმკვრივით, მაშინ ევკლიდეს  ( )n n    

სივრცეზე განსაზღვრული ყოველი   -სასრული ბორელის    ზომა, 

რომელიც ღებულობს რაიმე არანულოვან სასრულ  მნიშვნელობას რაიმე 

არაგადაგვარებულ პარალელეპიპედზე და არის ინვარიანტული 

n სივრცის  ყველგან მკვრივი  ქვესივრცის მიმართ, ექვივალენტურია n   

ზომის. ბუნებრივად ისმის შემდეგი ამოცანა-ადგილი აქვს თუ არა  მსგავს 

ფაქტს ადგილი ტიხონოვის ტოპოლოგიით აღჭურვილ    სივრცეში?  ანუ 

სხვა სიტყვებით, ჩვენი კვლევის ობიექტია შემდეგი. 

ამოცანა 4.4.1. ვთქვათ,      წარმოადგენს  ნამდვილ რიცხვთა   

ღერძზე განსაზღვრულ ერთ-განზომილებიან ბორელის ალბათურ ზომას  

დადებითი  განაწილების  სიმკვრივით. ვთქვათ,   არის  ტიხონოვის 

ტოპოლოგიით აღჭურვილ    სივრცეზე განსაზღვრული    -სასრული 

ბორელის    ზომა, რომელიც ღებულობს რაიმე არანულოვან სასრულ  

მნიშვნელობას რაიმე არაგადაგვარებულ უსასრულო-განზომილებიან 

პარალელეპიპედზე  და   არის ინვარიანტული   სივრცის  ყველგან მკვრივი  

ქვესივრცის მიმართ. არიან თუ არა    და  ზომები ექვივალენტურები? 

აღნიშნული ქვეთავი ეძღვნება ამოცანა 4.4.1-ის ამოხსნას. 
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[17]-ის თანახმად, ვიტყვით, რომ   ეკუთვნის )(  კლასს მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა   წარმოადგენს ერთ-განზომილებიანი ბორელის 

ალბათურ ზომათა Nkk )(  ოჯახის ნამრავლს, სადაც kf  წარმოადგენს k  

ზომის სიმკრივის ფუნქციას Nk  ინდექსისათვის. თუ   ეკუთვნის )(  

კლასს და ყოველი Nk  ინდექსისათვის ffk = , მაშინ ჩვენ ვიტყვით, რომ 

  არის სტაციონარული ზომა f  ფუნქციით. 

ლემა 4.4.1 ([17], დებულება 1.1., გვ. 751).   ვთქვათ,   არის სტაციონა-

რული ზომა f  ფუნქციით. მაშინ 2lQ  , სადაც Q  აღნიშნავს   ზომის  

კვაზი-ინვარიანტულობის თვალსაზრისით დასაშვები ძვრებით წარ-

მოქმნილ ჯგუფს. 

ლემა 4.4.2 ([16], თეორემა 1.4, გვ. 356). ვთქვათ, ],[= 1= kkk ba , 

სადაც .<<<  kk ba  მაშინ Gggg ),,(= 21   მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა 

,<||

1=





kk

k

k ab
g  

სადაც G  აღნიშნავს ხარაზიშვილის v  ზომის ინვარიანტულობის თვალ-

საზრისით დასაშვები ძვრებით წარმოქმნილ ჯგუფს . 

თეორემა 4.4.1. ვთქვათ, 3= kab kk   ყოველი Nk  ინდექსისათვის. 

მაშინ ყოველი ალბათური ზომა   რომელიც არის ექვივალენტური v  

ზომის, არ არის ექვივალენტური რაიმე  სტაციონარული ზომის f  

ფუნქციით. 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო და   იყოს ისეთი ზომა, 

რომელიც არის ექვივალენტური რაიმე  სტაციონარული ზომის f  

ფუნქციით. ვინაიდან   არის ექვივალენტური v  ზომის, ლემა 4.4.1-ის 

ძალით  ჩვენ ვასკვნით, რომ Q  ემთხვევა G -ს.  შევნიშნოთ, რომ 

QGl =2   და 2\)(1,2,3, lG . ეს ეწინააღმდეგება ლემა 4.4.1-ის შედეგს, 

რომელიც არის სწორედ 2lQ   ჩართვის მართებულობა.       
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თავი V.   ბორელისა და ბერის ალბათურ ზომათა G-ხარისხების 
ოჯახის განცალებადობის შესახებ 

 
5.1. ზოგიერთი დამხმარე ცნებები და ფაქტები 

ამ ქვეთავს ჩვენ ვიწყებთ ალბათობის თეორიის სტანდარტული ცნე-

ბებით. 

ვთქვათ, I  არის პარამეტრთა არაცარიელი სიმრავლე. ),( I -ით აღ-

ვნიშნოთ I -ზე განსაზღვრულ ნამდვილ-მნიშვნელობიან ფუნქციათა სივ-

რცე, აღჭურვილი ტიხონოვის   ტოპოლოგიით. )( IB  -თი ჩვენ აღვნიშნავთ 

I  სივრცის ქვესიმრავლეთა  მინიმალურ  -ალგებრას წარმოქმნილს ტი-

ხონოვის   ტოპოლოგიით. 

ვთქვათ, IiiPr )(  არის საკოორდინატო პროექციათა ოჯახი, 

განსაზღვრული შემდეგი პირობით 

).=))(()( & )()()(( iIjji
I

IjjIjj xxPrxIixi     

I -სივრცის ქვესიმრავლეთა მინიმალურ  -ალგებრას, წარმოქმნილს  

)}( & :)({ 1 BXIiXPri   

კლასით, ეწოდება I  სივრცის ქვესიმრავლეთა  ბერის  -ალგებრა და აღი-

ნიშნება )( IBa   სიმბოლოთი. 

შევნიშნოთ, რომ )(=)( II BBa   როცა ,)( 0Icard   სადაც 0  აღ-

ნიშნავს ნატურალურ რიცხვთა სიმძლავრეს.  თუ 0>)( Icard , მაშინ 

.)(\)( & )()(  IIII BaBBBa   

)( IB   კლასზე განსაზღვრულ ზომას ეწოდება ბორელის ზომა. 

ანალოგიურად, )( IBa   კლასზე განსაზღვრულ ზომას ეწოდება ბერის ზომა. 

განსაზღვრება 5.1.1. ვთქვათ, 1  არის I  კლასზე განსაზღვრული 

ბერის ზომა. I  კლასზე განსაზღვრულ ბორელის 2  ზომას ეწოდება 1  

ზომის ბორელისეული გაგრძელება, თუ 
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)).(=)()()(( 12 XXBaXX I    

მაგალითი 5.1.1. ვთქვათ, I  არის  პარამეტრთა არაცარიელი 

სიმრავლე და ip  არის ბორელის ალბათური ზომა განსაზღვრული  :=i  

ღერძზე. თუ 0>)( Icard , მაშინ ალბათური პროდაქტ-ზომა i
Ii
p


 

განსაზღვრულია  

)(=)( I
i

Ii
BaB 


 

 -ალგებრაზე. 

შესაბამისად, ეს ზომა წარმოადგენს ბერის ალბათური ზომის 

მაგალითს, რომელიც განსაზღვრული არ არის ბორელის )( IB   კლასზე. 

ლემა 5.1.1 ([5], ლემა 4.4, გვ. 67). ვთქვათ, ),( 11 E  და ),( 22 E  არის ორი 

ტოპოლოგიური სივრცე. ავღნიშნოთ, )( 1EB  და )( 2EB -ით (შესაბამისად, 

1 2
( )B E E -ით) ბორელის ქვესიმრავლეთა კლასები, წარმოქმნილი 1  და 2  

(შესაბამისად, )21    ტოპოლოგიებით. თუ ერთ-ერთს  მაინც ამ ორი ტოპო-

ლოგიური სივრციდან გააჩნია თვლადი ბაზა, მაშინ მართებულია ტოლობა 

).(=)()( 2121 EEBEBEB   

ლემა 5.1.2 ([5], შენიშვნა 4.5, გვ. 70). ვთქვათ, Iiip )(  არის R  ღერძზე 

განსაზღვრულ მკაცრად ზრდადი უწყვეტი განაწილების ფუნქციის მქონე 

ბორელის ალბათურ ზომათა ოჯახი. მაშინ არსებობს ბერის i
Ii
p


 პროდაქტ-

ზომის ერთადერთი ბორელისეული გაგრძელება I . 

შედეგი 5.1.1  ([5], შედეგი 4.1, გვ. 75). შევნიშნოთ, რომ [43] ნაშრომში 

აგებული ზომა ემთხვევა  ლემა 5.2.2-ით განსაზღვრულ I  ზომას, სადაც 

ყოველი Ii  ინდექსისათვის ip  ალბათური ზომის განაწილების ფუნქცია 

არის განსაზღვრული შემდეგნაირად  

.
2

1
2
1=)()( 
















xarctgxFxx i 
  
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შედეგი 5.1.2 ([5], შედეგი 4.2, გვ. 75). R  ღერძზე განსაზღვრულ არატრი-

ვიალურ გაუსის  ზომათა ნებისმიერი Iiip )(  ოჯახის პროდაქტ-ზომას 

გააჩნია ერთადერთი ბორელისეული გაგრძელება. 

შედეგი 5.1.3 ([5], შედეგი 4.3, გვ. 75). I  სივრცის შემთხვევაში, როცა 

0>)( ICard , ლემა 6.2.2 წარმოადგენს ანდერსენის კარგად ცნობილი 

თეორემის განზოგადებას, რომელიც იძლევა  ბერის პროდაქტ-ზომის აგების 

კონსტრუქციას. 

შენიშვნა 5.1.1 ალბათურ ზომათა  ნამრავლის ზოგიერთი თვისების 

შესახებ სასარგებლო  ინფორმაცია მოიპოვება [44], [45]  ნაშრომებში.    

განსაზღვრება 5.1.2. ვთქვათ,  )(  არის ),( SE  ზომად სივრცეზე 

განსაზღვრულ წყვილ-წყვილად ორთოგონალურ ალბათურ ზომათა ოჯახი, 

სადაც   აღჭურვილია მის ქვესიმრავლეთა ისეთი )(L   -ალგებრით, 

რომელიც შეიცავს   სიმრავლის ყველა წერტილოვან სიმრავლეს და 

)( :=1  domS  . ჩვენ ვიტყვით, რომ ზომადი ასახვა E:~  არის   

პარამეტრის ძალდებული შეფასება, თუ სრულდება შემდეგი პირობა 

1).=})=)(~:({)((   xx  

შენიშვნა 5.1.2 პარამეტრის ძალდებული შეფასების არსებობისა და 

აგების ამოცანები განხილულია  [3], [46] ,[47]   ნაშრომებში.    

ლემა 5.1.3. ვთქვათ,  )(  არის ),( SE  ზომად სივრცეზე განსა-

ზღვრულ წყვილ-წყვილად ორთოგონალურ ალბათურ ზომათა ოჯახი, 

სადაც   აღჭურვილია მის ქვესიმრავლეთა ისეთი )(L   -ალგებრით, 

რომელიც შეიცავს   სიმრავლის ყველა წერტილოვან სიმრავლეს და 

)( :=1  domS  . მაშინ შემდეგი წინადადებები არის ექვივალენტური: 

)(a  არსებობს   პარამეტრის ძალდებული E:~  შეფასება; 

)(b  ალბათურ ზომათა  )(  ოჯახი არის ძლიერად განცალებადი. 
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დამტკიცება. ვაჩვენოთ )()( ba   იმპლიკაციის მართებულობა.   

პარამეტრის ძალდებული E:~  შეფასების არსებობა ნიშნავს, რომ 

1).=})=)(~:({)((   xx  

ყოველი   პარამეტრისათვის თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

}=)(~:{=  xxZ , მაშინ მივიღებთ: 

)(i  1=})=)(~:({=)(   xxZ , როცა  ; 

)(ii   =
21  ZZ  ყოველი ორი განსხვავებული 1  და 2  პარამეტ-

რისათვის, ვინაიდან 

;=}=)(~:{}=)(~:{ 21   xxxx  

)(iii  .=})(~:{= ExxZ     

ვაჩვენოთ )()( ab   იმპლიკაციის მართებულობა. 

ვინაიდან  )(  არის ძლიერად განცალებადი, ამიტომ არსებობს 

)( :=1  domS    -ალგებრის ელემენტთა ისეთი ოჯახი  )(Z , რომ 

შესრულდება შემდეგი პირობები: 

)(i  1=)(  Z , როცა  ; 

)(ii   =
21  ZZ  ყოველი განსხვავებული 1  და 2  პარამეტრისა-

თვის პარამეტრთა   ოჯახიდან; 

)(iii  .= EZ   

ყოველი Ex  ელემენტისათვის, შემოვიღოთ აღნიშვნა  =)(~ x , 

სადაც   არის ის ერთადერთი პარამეტრი   ოჯახიდან, რომლისთვისაც 

სრულდება პირობა Zx . ასეთი ერთადერთი   პარამეტრის არსებობა 

მტკიცდება )()( iiiii   პირობების გამოყენებით. 

ვთქვათ, )(LY . მაშინ  ZYxx Y =})(~:{ . ჩვენ უნდა ვაჩვენოთ, 

რომ )( })(~:{
0

 domYxx   ყოველი 0  პარამეტრისათვის. 

შემთხვევა I. Y0 . ამ შემთხვევაში გვაქვს შემდეგი ტოლობა 

.==})(~:{
0\0  ZZZYxx YY    
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)(b  პირობის მართებულობიდან გამომდინარეობს, რომ 

).( )( =
010   domdomSZ    

მეორეს მხრივ, 

)\(
00\  ZEZY    

პირობის მართებულუბიდან გამომდინარეობს, რომ 

0.=)(
0\0  ZY  

მიღებული ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

).( 
00\  domZY    

ვინაიდან )( 
0

dom  არის  -ალგებრა, ჩვენ ვასკვნით, რომ 

).( =})(~:{
00\0   domZZYxx Y    

შემთხვევა II. Y0 . ამ შემთხვევაში გვაქვს 

)\(=})(~:{
0 ZEZYxx Y     

 ,  

საიდანაც ვასკვნით, რომ 0=}))(~:({
0

Yxx  . ეს უკანასკნელი თანაფარ-

დობა ნიშნავს, რომ 

).( })(~:{
0

 domYxx   

ამგვარად, ჩვენ ვაჩვენეთ  შემდეგი თანაფარდობის 

)( })(~:{
0

 domYxx   

მართებულობა  ყოველი 0  პარამეტრისათვის, საიდანაც გამომდინა-

რეობს, რომ 

.=)( })(~:{ 100
SdomYxx   

 

ამგვარად E:~  ასახვის ზომადობა დამტკიცებულია. 

ვინაიდან )(L  შეიცავს   სიმრავლის ყველა წერტილოვან 

ქვესიმრავლეს, ჩვენ ვასკვნით 

1).=)(=})=)(~:({)((   Zxx                            
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შენიშვნა 5.1.3.  ვთქვათ, E  არის პოლონური სივრცე და  )(  არის 

E -ზე განსაზღვრულ ბორელის ალბათურ ზომათა ოჯახი. მაშინ  -ალგებრა 

)( =1  domS   შეიცავს ყველა უნივერსალურად ზომად5 ქვესიმრავლეს. 

შევნიშნოთ, რომ ყოველი უნივერსალურად ზომადი ძალდებული შეფასება 

E:~  (თუ ასეთი შეფასება არსებობს) იქნება ასევე ზომადი ზემოთ 

მოყვანილი განსაზღვრება 5.1.2-ის აზრით. 

განსაზღვრება 5.1.4. ვთქვათ,   არის   ღერძზე განსაზღვრული 

ბორელის ზომა და  . ვთქვათ, I  არის პარამეტრთა არაცარიელი სიმრა-

ვლე. I
  ზომას, განსაზღვრულს iIi

I   =  პირობით, სადაც  =i , როცა 

Ii  და   არის   ზომის  -ძვრა ზომა (ე.ი., )(=)(  XX  როცა 

)(RX  ), ეწოდება  -ზე განსაზღვრული    -ძვრა-ზომის ბერის I -

ხარისხი. 

განსაზღვრება 5.1.5. ვთქვათ,   არის   ღერძზე განსაზღვრული 

ბორელის ზომა და  . ვთქვათ, I  არის პარამეტრთა არაცარიელი 

სიმრავლე. ვთქვათ, I  არის  -ზე განსაზღვრული    -ძვრა-ზომის 

ბერის I -ხარისხის ბორელის გაგრძელება. მაშინ I  ზომას ეწოდება  -ზე 

განსაზღვრული    -ძვრა-ზომის ბორელის I -ხარისხი. 

განსაზღვრება 5.1.6. ვთქვათ, ),,( p  არის ალბათური სივრცე და G  

არის უსასრულო ადიტიური ჯგუფი. G
GggXX  :)(=  სტოქასტურ 

პროცესს ეწოდება ),,( p  ალბათურ სივრცეზე განსაზღვრული G-

პროცესი, თუ  მისი ერთობლივი განაწილების ფუნქცია 

}),<)(,,<)(:({=),,()(
),, 111

1( nnggn
ng xXxXpxxX

gF    

                                                
5 ვთქვათ, Iii )(  არის E  პოლონურ სივრცეზე განსაზღვრულ ბორელის ალბათურ 

ზომათა ოჯახი. )(EU   -ალგებრას, განსაზღვრულს პირობით )( =)( iIi domEU  , 

სადაც i  აღნიშნავს i  ზომის ჩვეულებრივ გასრულებას ყოველი Ii  ინდექსისათვის, 
ეწოდება E  სივრცის უნივერსალურად ზომადი ქვესიმრავლე. 
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სადაც n
n Ggg ),,( 1   და n

nxx ),,( 1  , არ იცვლება, როცა ხდება მისი 

ძვრა G -ჯგუფით, ე.ი., სრულდება შემდეგი ტოლობა 

)),,()(
),,=),,()(

),, 1
1(1

1( n
ngn

ng xxX
hghFxxX

gF    

ყოველი Gh  ელემენტისათვის. 

შენიშვნა 5.1.4. 1)>(= nRG n  ჯგუფისათვის G -პროცესის ცნება 

ემთხვევა ერთგვაროვანი ველის ცნებას. თუ =G , მაშინ G -პროცესის 

ცნება ემთხვევა ჩვეულებრივი სტაციონარული პროცესის ცნებას. 

მაგალითი  5.1.2.  ვთქვათ, p  არის   ღერძზე განსაზღვრული ბორე-

ლის ალბათური ზომა და G  არის უსასრულო ადიტიური ჯგუფი. მაშინ 

)),(,( GGG pBa   ალბათურ სივრცეზე განსაზღვრულ საკოორდინატო პრო-

ექციათა GggPr )(  ოჯახი წარმოადგენს G -პროცესს ყოველი   

პარამეტრისათვის, სადაც Gp  აღნიშნავს  -ზე განსაზღვრული    -ძვრა-

ზომის ბერის G -ხარისხს. 

ლემა 5.1.4. ვთქვათ, G  არის უსასრულო ადიტიური ჯგუფი. ვთქვათ, 

kkp )(  არის   ღერძზე განსაზღვრულ ბორელის ალბათურ ზომათა 

ოჯახი და kk )(  არის ისეთ დადებით რიცხვთა მიმდევრობა, რომ 

1=kk   . ვთქვათ, ყოველი k  ნატურალური რიცხვისათვის G
kp  არის 

kp  ზომის  ბორელის (ან ბერის) G -ხარისხი და G
kkk p  = . მაშინ 

)),(,( GG B   (ან )),(,( GG Ba   ალბათურ სივრცეზე განსაზღვრულ 

საკოორდინატო პროექციათა GggPrX )(=  ოჯახი არის G -პროცესი. 

დამტკიცება. Nn , n
n Ggg ),,( 1  , n

nxx ),,( 1   და Gh  ელემენ-

ტებისათვის ჩვენ ვღებულობთ 
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
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
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)).,,()(
),, 1

1( n
ng xxX

hghF                                           

 

5.2  ძირითადი  შედეგების ფორმულირება და დამტკიცება 

თეორემა  5.2.1. ვთქვათ, F  არის R  ღერძზე განსაზღვრული მკაცრად 

ზრდადი უწყვეტი განაწილების ფუნქცია და p  არის F  ფუნქციით განსა-

ზღვრული ბორელის ალბათური ზომა  -ზე.  ვთქვათ, G  არის უსასრულო 

ადიტიური ჯგუფი. მაშინ  )( p  ძვრა-ზომების ბორელის G -ხარისხების 

ოჯახი  )( Gp  არის ძლიერად განცალებადი და )),(,( GGG p   

ალბათურ სივრცეზე განსაზღვრულ საკოორდინატო პროექციების 

GggPrX )(=  ოჯახი არის G -პროცესი ყოველი   პარამეტრისათვის. 

დამტკიცება. ლემა 5.1.3-ის ძალით, არსებობს ბერის Gp  ზომის 

ერთადერთი ბორელის გაგრძელება. შევინარჩუნოთ აღნიშვნა Gp  მისი 

ბორელის გაგრძელებისათვის. ვთქვათ, 0G  არის G -ს ისეთი ქვესიმრავლე, 

რომ 00 =)( Gcard . ლემა 5.1.1-ის ძალით, ჩვენ ვასკვნით, რომ 

0\0= GGGG ppp   . თეორემა 4.2.1-ის ძალით,  )( 0Gp  არის ძლიერად გან-

ცალებადი, რაც ნიშნავს )( 0Gpdom     -ალგებრის ელემენტთა ისეთი 

 )(Z  ოჯახის არსებობას, რომლისთვისაც შესრულებულია პირობები: 

1=)( )( 0
 Zpi G  ყოველი   პარამეტრისათვის; 
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 = )(
21  ZZii  ყოველი ორი განსხვავებული 1  და 2  პარამეტრი-

სათვის პარამეტრთა   ოჯახიდან; 

.= )( 0GZiii    

ვთქვათ, 0\= GGZD  . მაშინ ჩვენ მივიღებთ, რომ  )(D  არის 

)( = GpdomS     -ალგებრის ელემენტთა ისეთი ოჯახი, რომლისთვისაც 

სრულდება პირობები: 

1=)( )( *
 Dpi G  ყოველი   პარამეტრისათვის; 

 = )(
21

*
 DDii  ყოველი ორი განსხვავებული 1  და 2  პარამეტ-

რისათვის პარამეტრთა   ოჯახიდან; 

.= )( * GDiii       

შენიშვნა 5.2.1.  ვთქვათ, =  არის აღჭურვილი ბუნებრივი მეტრი-

კით. თეორემა 5.2.1-ის პირობებში, ლემა 5.1.3-ის ძალით ჩვენ ვასკვნით, რომ 

ასახვა G:~  განსაზღვრული პირობით  =)(~ x , როცა Dx , არის   

პარამეტრის ძალდებული შეფასება. 

თეორემა 4.2.2-ის გამოყენებით მიიღება შემდეგი დებულების 

მართებულობა. 

თეორემა 5.2.2. ვთქვათ, F  არის   ღერძზე განსაზღვრული ისეთი 

განაწილების ფუნქცია, რომ  <)(xxdF . ვთქვათ,  p  არის   ღერძზე გან-

საზღვრული  ბორელის ალბათური ზომა განაწილების F  ფუნქციით. 

ვთქვათ, G  არის უსასრულო ადიტიური ჯგუფი. მაშინ  )( p  ძვრა-

ზომების ბორელის G -ხარისხების ოჯახი  )( Gp  არის ძლიერად 

განცალებადი და )),(,( GGG p   ალბათურ სივრცეზე განსაზღვრულ 

საკოორდინატო პროექციების GggPrX )(=  ოჯახი არის G -პროცესი 

ყოველი   პარამეტრისათვის. 
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შენიშვნა 5.2.2. ვთქვათ, =  არის აღჭურვილი ბუნებრივი მეტრი-

კით. თეორემა 5.2.2-ის პირობებში, ლემა 5.1.3-ის  ძალით ჩვენ ვასკვნით, 

რომ ასახვა G:~  განსაზღვრული პირობით  =)(~ x , როცა Dx , 

არის   პარამეტრის ძალდებული შეფასება. 

მაგალითი 5.2.1. ვთქვათ,   არის ნამდვილ   ღერძზე განსა-

ზღვრული გაუსის ზომა. მაშინ თეორემა 5.2.1 (ან თეორემა 5.2.2)-ის ძალით 

ჩვენ ვასკვნით, რომ ყოველი უსასრულო ადიტიური G  ჯგუფისათვის, 

G სივრცეზე განსაზღვრულ ბორელის (ან ბერის) ”თეთრ ხმაურთა” ძვრების   

( )G
 


 ოჯახი არის ძლიერად განცალებადი და ( , ( ), )G G GB


   

(ან( , ( ), ))G G GBa


   ალბათურ სივრცეზე განსაზღვრული საკოორდინატო 

პროექციების GggPrX )(=  ოჯახი არის G -პროცესი ყოველი   

პარამეტრისათვის. 

მაგალითი 5.2.2. ვთქვათ, p  არის ნამდვილი   ღერძის ბორელის  -

ალგებრაზე განსაზღვრული  პუასონის  ზომა. მაშინ  თეორემა 5.2.2-ის 

ძალით ჩვენ ვასკვნით, რომ ყოველი უსასრულო ადიტიური G  ჯგუფი-

სათვის, ნამდვილი   ღერძის ბორელის  -ალგებრაზე განსაზღვრული 

პუასონის ზომის ძვრა-ზომათა ბერის G -ხარისხების  )( Gp  ოჯახი არის 

ძლიერად განცალებადი და )),(,( GGG p   (ან )),(,( GGG pBa   

ალბათურ სივრცეზე განსაზღვრული საკოორდინატო პროექციების 

GggPrX )(=  ოჯახი არის G -პროცესი ყოველი   პარამეტრისათვის. 

შევნიშნოთ, რომ აღნიშნული ფაქტების მართებულობის  დადგენა 

შეუძლებელია თეორემა 5.2.1-ის გამოყენებით, ვინაიდან დარღვეულია 

თეორემა 5.2.1-ის პირობები. 

მაგალითი  5.2.3. ვთქვათ, p  არის ნამდვილ   ღერძზე განსაზღვრუ-

ლი კოშის ალბათური   ზომა. მაშინ  თეორემა 5.2.1-ის ძალით ჩვენ ვასკვნით, 

რომ ყოველი უსასრულო ადიტიური G  ჯგუფისათვის, ნამდვილი   

ღერძის ბორელის  -ალგებრაზე განსაზღვრული  კოშის ალბათური  ზომის 
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ძვრა-ზომათა ბორელის G -ხარისხების  )( Gp  ოჯახი არის ძლიერად 

განცალებადი და )),(,( GGG p   (ან )),(,( GGG pBa   ალბათურ 

სივრცეზე განსაზღვრული საკოორდინატო პროექციების GggPrX )(=  

ოჯახი არის G -პროცესი ყოველი   პარამეტრისათვის. შევნიშნოთ, რომ 

აღნიშნული ფაქტების მართებულობის დადგენა  შეუძლებელია თეორემა 

5.2.2-ის გამოყენებით, ვინაიდან დარღვეულია თეორემა 5.2.2-ის პირობები 

იმის გამო, რომ )(xxdF  განშლადია. 

თეორემა 5.2.3. ვთქვათ, Iii  )(  არის ნამდვილი   ღერძის ისეთი 

დახლეჩა, რომ 0)( icard , სადაც 0  აღნიშნავს ნატურალურ რიცხვთა 

სიმძლავრეს. ვთქვათ, 
i

i
 )( )(  არის დადებით ნამდვილ რიცხვთა ისეთი 

მიმდევრობა, რომ 1=)(i
i     ყოველი Ii  პარამეტრისათვის. ვთქვათ, 

  არის ნამდვილ   ღერძზე განსაზღვრული  ისეთი ალბათური ბორელის 

  ზომის  -ძვრა, რომლის განაწილების ფუნქცია არის მკაცრად ზრდადი 

და უწყვეტი. ვთქვათ, G  არის უსასრულო ადიტიური ჯგუფი. ყოველი Ii  

პარამეტრისათვის განვსაზღვროთ ბორელის ალბათური ზომა i  G -

სივრცეზე შემდეგი პირობით: 

.= )( Gi

i
i 


 


 

მაშინ Iii )(  ოჯახი არის ძლიერად განცალებადი და )),(,( i
GG    

ალბათურ სივრცეზე განსაზღვრულ  საკოორდინატო პროექციათა 

GggPrX )(=  ოჯახი არის G -პროცესი ყოველი Ii  პარამეტრისათვის. 

დამტკიცება. ლემა 5.2.3-ის ძალით, ბერის G
  ზომას გააჩნია ერ-

თადერთი ბორელის გაგრძელება ყოველი   პარამეტრისათვის, რომ-

ლისთვისაც ჩვენ ვინარჩუნებთ იგივე აღნიშვნას.  შევნიშნოთ, რომ 

Gi
ii   )(=    იქნება G  სივრცეზე განსაზღვრული  ბორელის ალბა-

თური ზომა ყოველი Ii  პარამეტრისათვის. 
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ლემა 5.1.4-ის ძალით, )),(,( i
GG    ალბათურ სივრცეზე განსაზღ-

ვრულ საკოორდინატო პროექციათა GggPrX )(=  ოჯახი არის G -პროცესი 

ყოველი Ii  პარამეტრისათვის. 

თეორემა 5.2.1-ის ძალით, ბორელის ალბათურ ზომათა  )( G  

ოჯახი არის ძლიერად განცალებადი, ე.ი. იარსებებს )( Gdom     -ალ-

გებრის ელემენტთა  )(D  ოჯახი, ისეთი რომ: 

1=)( )(  Di G  ყოველი   პარამეტრისათვის; 

 = )(
21  DDii  ყოველი ორი განსხვავებული 1  და 2  პარამეტ-

რისათვის პარამეტრთა   ოჯახიდან; 

.= )( GDiii    

ვთქვათ,  DE
ii =  როცა Ii . ცხადია, რომ IiiE )(  არის 

)( iIi dom    -ალგებრის  წყვილ-წყვილად თანაუკვეთ ელემენტთა ისეთი 

ოჯახი, რომ 1=)( ii E  როცა Ii .     

შენიშვნა 5.2.3. ვთქვათ, I  აღჭურვილია დისკრეტული მეტრიკით. 

თეორემა 5.2.3-ის პირობებში, ლემა 5.1.3-ის ძალით, ჩვენ ვასკვნით, რომ 

ასახვა IG :~ , განსაზღვრული პირობით ix =)(~
  როცა iEx , არის i  

პარამეტრის ძალდებული შეფასება. 

შემდეგი დებულება წარმოადგენს თეორემა 5.2.2-ის უშუალო შედეგს. 

თეორემა 5.2.4. ვთქვათ, Iii  )(  არის ნამდვილი   ღერძის 

დანაწილება, ისეთი რომ 0)( icard , სადაც 0  აღნიშნავს ნატურალურ 

რიცხვთა სიმძლავრეს. ვთქვათ, 
i

i
 )( )(  არის დადებით ნამდვილ 

რიცხვთა ისეთი მიმდევრობა რომ 1=)(i
i     ყოველი Ii  

პარამეტრისათვის. ვთქვათ,   არის ნამდვილ   ღერძზე განსაზღვრული  

ისეთი ალბათური ბორელის   ზომის  -ძვრა, რომლის განაწილების 
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ფუნქცია F  აკმაყოფილებს პირობას  <)(xxdFR
. ვთქვათ, G  არის 

უსასრულო ადიტიური ჯგუფი. ყოველი Ii  პარამეტრისათვის 

განვსაზღვროთ ბერის  ალბათური ზომა  i  G -სივრცეზე შემდეგი 

პირობით: 

.= )( Gi

i
i 


 


 

მაშინ Iii )(  ოჯახი არის ძლიერად განცალებადი და )),(,( i
GG    

ალბათურ სივრცეზე განსაზღვრულ  საკოორდინატო პროექციათა 

GggPrX )(=  ოჯახი არის G -პროცესი ყოველი Ii  პარამეტრისათვის. 

შენიშვნა 5.2.4. ვთქვათ, I  აღჭურვილია დისკრეტული მეტრიკით. 

თეორემა 5.2.3-ის პირობებში, ლემა 5.1.3-ის ძალით, ჩვენ ვასკვნით, რომ 

ასახვა IG :~ , განსაზღვრული პირობით ix =)(~
  როცა iEx , არის i  

პარამეტრის ძალდებული შეფასება. 

 
 

5.3 პოლონურ სივრცეზე განსაზღვრული  დიფუზიური  
ბორელის ალბათური  ზომის    G -ხარისხის    

G
T - 

ინვარიანტულ  გაგრძელებათა  ოჯახების   შესახებ 
 

ვთქვათ, E  არის პოლონურ სივრცე და G  არის უსასრულო 

ადიტიური ჯგუფი. განვსაზღვროთ 
G
T  კლასი შემდეგი პირობით   

{ : | & ( ( ) (( ) ) ( ) )}.T T T
G h t t T h t t T t h t T
T g E E h G x E g x x

   
        

ადვილი შესამოწმებელია, რომ  
G
T  წარმოადგენს TE  სივრცის 

გარდაქმნათა ჯგუფს. ამასთან,   ალბათური ზომა  , განსაზღვრული TE  

სივრცის ქვესიმრავლეთა 
G
T - ინვარიანტულ S   -ალგებრაზე არის  

G
T - 

ინვარიანტული მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ( , , )TE S   ალბათურ 

სივრცეზე განსაზღვრულ საკოორდინატო პროექციების GggPrX )(=  

ოჯახი არის G -პროცესი. 
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თეორემა 5.3.1 ვთქვათ,   არის E  პოლონურ სივრცეზე 

განსაზღვრული დიფუზიური ბორელის ალბათური ზომა და G  არის 

უსასრულო ადიტიური ჯგუფი. მაშინ არსებობს  G -ზომის  გაგრძელებათა 

ისეთი ოჯახი  ( )G
i i I


 , რომ შესრულდება შემდეგი პირობები: 

ა)  2( ) 2
c

card I  ; 

ბ)  G
i

   წარმოადგენს  G -ზომის  G
T - ინვარიანტულ გაგრძელებას ყოველი 

i I  ინდექსისათვის;  

გ)   ( )( )( , ( ) ( )).G G
i j

i j i j I dom dom       

დ)  ( )( )( , & ( ) ( )).G G
i j

i j i j I i j dom dom      
 

დამტკიცება. ვთქვათ, 
2

O  არის საკოორდინატო 2 სიბრტყის მისი 

სათავის გარშემო მობრუნებათა ჯგუფი და  
2

 არის ამავე ჯგუფზე 

განსაზღვრული ჰაარის ალბათური ზომა.   თეორემა 1.6 -ის ძალით , 

არსებობს ბორელის იზომორფიზმი          

                                   
2 2

: ( , ( )) ( , ( ))O B O E B E  , 

ისეთი,  რომ  სრულდება ტოლობა  
2
( ) ( ( ))X X   ყოველი 

2
( )X B O  

სიმრავლისათვის.   

ლემა 3.2.3 -ის  ძალით, არსებობს 
2

O  ჯგუფის ქვესიმრავლეთა 

გარკვეულ  -ალგებრაზე განსაზღვრულ ზომათა ისეთი ორთოგონალური 

ოჯახი ( )
i i I




, რომ შესრულებულია შემდეგი პირობები: 

1) 2( ) 2
c

card I   
           2)  ( )(i i I  ზომა 

i
  არის ჰაარის 

2
  ზომის 

2
O -ინვარიანტული  

გაგრძელება).  

განვსაზღვროთ  ( )
i i I


  ოჯახი  შემდეგნაირად 

           1( )( )( ( (& )) (( ))) .
i i i

i X i I X XX dom          

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ( )G
i i I




აკმაყოფილებს     თეორემა 5.3.1 -ის 

ყველა პირობას.                                                                                                      
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შედეგი 5.3.1 ვთქვათ,   არის ნამდვილ რიცხვთა   ღერძზე 

განსაზღვრული გაუსის სტანდარტული  ალბათური ზომა და G  არის 

უსასრულო ადიტიური ჯგუფი. მაშინ G  სივრცეზე  არსებობს ბერის G -

”თეთრი ხმაურის”   გაგრძელებათა ისეთი ოჯახი  ( )G
i i I


 , რომ შესრულდება 

შემდეგი პირობები: 

ა)  2( ) 2
c

card I  ; 

ბ)  G
i

   წარმოადგენს  ბერის G -”თეთრი ხმაურის” სტაციონარულ  

გაგრძელებას ყოველი i I  ინდექსისათვის;  

გ)   ( )( )( , ( ) ( )).G G
i j

i j i j I dom dom       

დ)  ( )( )( , & ( ) ( )).G G
i j

i j i j I i j dom dom        

 
თეორემა 5.3.2 ვთქვათ,   არის E  პოლონურ სივრცეზე განსაზღვრული 

დიფუზიური ბორელის ალბათური ზომა და G  არის უსასრულო 

ადიტიური ჯგუფი. მაშინ არსებობს  G -ზომის  გაგრძელებათა ისეთი 

ოჯახი  ( )G
i i I

  , რომ შესრულდება შემდეგი პირობები: 

ა)  ( ) 2
c

card I  ; 

ბ)  G
i

   წარმოადგენს  G -ზომის  G
T - ინვარიანტულ გაგრძელებას ყოველი 

i I  ინდექსისათვის;  

გ)   ( )( )( , ( ) ( )).G G
i j

i j i j I dom dom       

დ)  ალბათურ ზომათა  ოჯახი ( )G
i i I


  არის სუსტად განცალებადი.  

დამტკიცება. ვთქვათ, 
2

O  არის საკოორდინატო 2 სიბრტყის მისი 

სათავის გარშემო მობრუნებათა ჯგუფი და 
2

 არის ამავე ჯგუფზე 

განსაზღვრული ჰაარის ალბათური ზომა.   თეორემა 1.6 -ის ძალით , 

არსებობს ბორელის  იზომორფიზმი          

                                   
2 2

: ( , ( )) ( , ( ))O B O E B E  , 
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ისეთი,  რომ  სრულდება ტოლობა  
2
( ) ( ( ))X X   ყოველი 

2
( )X B O  

სიმრავლისათვის.   

ლემა 3.2.4 -ის  ძალით, არსებობს 
2

O  ჯგუფის ქვესიმრავლეთა 

გარკვეულ  -ალგებრაზე განსაზღვრულ ალბათურ ზომათა ისეთი სუსტად 

განცალებადი  ოჯახი ( )
i i I




, რომ შესრულებულია შემდეგი პირობები: 

1) 2( ) 2
c

card I   

            2) ( )(i i I  ზომა 
i

  არის ჰაარის 
2

  ზომის 
2
O -ინვარიანტული  

გაგრძელება).  

განვსაზღვროთ  ( )
i i I

   ოჯახი  შემდეგნაირად 

           1( )( )( ( (& )) (( ))) .
i i i

i X i I X XX dom          

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ( )G
i i I

  აკმაყოფილებს     თეორემა 5.3.2 -ის 

ყველა პირობას.                                                                                                           

შედეგი 5.3.2 ვთქვათ,   არის ნამდვილ რიცხვთა   ღერძზე განსაზღვრული 

გაუსის სტანდარტული  ალბათური ზომა და G  არის უსასრულო 

ადიტიური ჯგუფი. მაშინ მაშინ G  სივრცეზე  არსებობს ბერის G - 

”თეთრი ხმაურის”  გაგრძელებათა ისეთი ოჯახი  ( )G
i i I

  , რომ შესრულდება 

შემდეგი პირობები: 

ა)  ( ) 2
c

card I  ; 

ბ)  G
i

   წარმოადგენს  ბერის G -”თეთრი ხმაურის” სტაციონარულ  

გაგრძელებას ყოველი i I  ინდექსისათვის;  

გ)   ( )( )( , ( ) ( )).G G
i j

i j i j I dom dom       

დ)  ალბათურ ზომათა  ოჯახი ( )G
i i I

   არის სუსტად განცალებადი. 
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დასკვნა 
 

ნაშრომში ”სტაციონარული სტატისტიკური სტრუქტურების აგებულების 

შესახებ” განხილულია სტაციონარული სტატისტიკური სტრუქტურების  

ზოგადი თეორიის ზოგიერთ ასპექტი.    

ნაშრომში  ჩატარებულია კვლევა  სტაციონარული სტატისტიკური 

სტრუქტურის აგებულების შესასწავლად ერგოდული თეორიის (ე.ი. 

ინვარიანტული ზომების) თვალსაზრისით; კერძოდ, მიღებულია შემდეგი 

სახის შედეგი: 

 პოლონური სივრცის G-ხარისხზე განსაზღვრულ ელემენტარულ 

სტაციონარულ ალბათურ ზომათა სივრცისათვის   აგებულია  ბაზისი  

და  დამტკიცებულია,  რომ მისი სიმძლავრე კონტინუუმის სიმძლავრის 

ტოლია. 

ნაშრომის გარკვეული ნაწილი ეთმობა სტატისტიკურ დაშვებათა 

თეორიის  დღეისათვისაც მეტად აქტუალურ  საკითხს -ალბათურ ზომათა 

სუსტად განცალებადი ოჯახიდან შესაბამის ძლიერად განცალებად ოჯახზე 

გადასვლის ამოცანას. ამ მიმართულებით  საინტერესო შედეგები თავის 

დროზე მიღებული  ჰქონდათ ა. სკოროხოდს (1981),  დ.მაჰარამს (1982), 

რ.გარდნერს (1982), რ.მაულდინსა და დ.პრეისლს (1983), ზ.ზერაკიძეს 

(1984),  გ.ფანცულაიას (1989)  და სხვებს. აღსანიშნავია ის ფაქტი, რომ 

აღნიშნული ავტორები თავიანთ კვლევებში ძირითადად იყენებდნენ ისეთ 

დამატებით სიმრავლურ-თეორიულ აქსიომებს, როგორიცაა კონტინუუმ 

ჰიპოთეზა (CH), მარტინის აქსიომა (MA), კონტინუუმის ფართე აზრით 

არაზომადობა (GCH), დეტერმინირების აქსიომა (DA) და სხვა. ამ 

მიმართულებით დისერტანტი თავის ყურადღებას მიმართავს სწორედ  

განცალებადობის პრობლემაზე ნამდვილ რიცხვთა ღერძზე განსაზღვრული  

ძვრა ზომების  (ბორელისეული და ბერის) G -ხარისხების ოჯახებისათვის. 

შევნიშნოთ, რომ თეორიულად შესაძლებელია ორი შემთხვევა: როცა 

დაკვირვებადი შემთხვევითი სიდიდის მათემატიკური ლოდინი სასრული 

სიდიდეა ან როცა დაკვირვებადი შემთხვევითი სიდიდის მათემატიკური 
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ლოდინი სასრულ სიდიდეს არ წარმოადგენს. კარგადაა ცნობილი, რომ 

სტატისტიკა-შერჩევითი საშუალო წარმოადგენს მათემატიკური ლოდინის  

ძალდებულ შეფასებას, როცა  ცნობილია რომ დაკვირვებადი შემთხვევითი 

სიდიდის მათემატიკური ლოდინი სასრული რიცხვია.  ამ შემთხვევაში  

დიდ რიცხვთა გაძლიერებული კანონის  გამოყენებით დადებითად იჭრება 

ნამდვილ რიცხვთა   ღერძზე   განსაზღვრული  ძვრა ზომების  

(ბორელისეული და ბერის) G -ხარისხების სუსტად განცალებადი ოჯახიდან 

შესაბამის ძლიერად განცალებად  ოჯახზე გადასვლის  ამოცანა.  

სიტუაცია დიამეტრალურად იცვლება, როცა დაკვირვებადი  

შემთხვევითი სიდიდის მათემატიკური ლოდინი არ წარმოადგენს  სასრულ  

სიდიდეს. ამ შემთხვევაში  შეუძლებელია   დიდ რიცხვთა გაძლიერებული 

კანონის  გამოყენება განცალებადობის  ამოცანის გადასაჭრელად.  ამ 

მიმართულებით  უნდა აღინიშნოს, რომ   

 ნებისმიერი უსასრულო ადიტიური G ჯგუფის შემთხვევაში, მოცემულია 

განცალებადობის ამოცანის გადაწყვეტა ნამდვილ რიცხვთა   ღერძზე   

განსაზღვრული ძვრა ზომების  (ბორელისეული და ბერის) G-ხარისხების 

ოჯახისათვის უნიფორმულად განაწილებული მიმდევრობების 

ტექნიკის გამოყენებით,  როცა  დაკვირვებადი შემთხვევითი სიდიდის 

მათემატიკური ლოდინი სასრულ სიდიდეს არ წარმოადგენს. 

საზოგადოდ განცალებადობის  ამოცანის დადებითად გადაწყვეტა 

ჯერ კიდევ არ ნიშნავს დაკვირვებადი პროცესის განმსაზღვრელი 

პარამეტრისათვის  ძალდებული შეფასების არსებობას, თუ, რასაკვირველია,  

გამოვიყენებთ ა. სკოროხოდის მიერ   1981 შემოტანილ ალბათურ  ზომათა 

ორთოგონალური ოჯახების კლასიფიკაციას (ორთოგონალური ოჯახები, 

სუსტად განცალებადი ოჯახები, ძლიერად განცალებადი ოჯახები, 

ძალდებული შეფასების მქონე ოჯახები).  დისერტანტის  დამსახურებად 

შეიძლება ჩაითვალოს ის ფაქტი, რომ  

 მოცემულია სკოროხოდის მიერ ზომად სივრცეზე განსაზღვრული  

წყვილ-წყვილად ორთოგონალური ალბათური ზომებისათვის 
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შემოტანილი  კლასიფიკაციის  ახლებური გააზრება იმდაგვარად, რომ 

ძლიერად განცალებადობისა  და ძალდებული შეფასების არსებობის 

ცნებები ერთმანეთს ემთხვევიან.  

ეს ახალი მიდგომა საშუალებას იძლევა     ყოველგვარი  დამატებითი 

სიმრავლურ-თეორიული აქსიომების გარეშე,    GR  სივრცეზე განსაზღვრუ-

ლი  ძვრა ზომების  (ბორელისეული და ბერის) G -ხარისხების ოჯახებისათ-

ვის ავაგოთ ძალდებული  შეფასება ნებისმიერი უსასრულო  ადიტიური G 

ჯგუფისათვის.  ამგვარად,  

 ნებისმიერი უსასრულო ადიტიური G ჯგუფის შემთხვევაში, მოცემულია 

ძალდებული შეფასების აგების მეთოდი ნამდვილ რიცხვთა   ღერძზე   

განსაზღვრული  ძვრა ზომების  ბორელისა  და ბერის G -ხარისხების 

ოჯახებისათვის უნიფორმულად განაწილებული მიმდევრობების 

ტექნიკის გამოყენებით,  როცა  დაკვირვებადი შემთხვევითი სიდიდის 

მათემატიკური ლოდინი სასრულ სიდიდეს არ წარმოადგენს. 

  ნაშრომის  მეცნიერულ სიახლეს წარმოადგენს ის ფაქტი, რომ  მასში 

პირველადაა გამოყენებული ტარსკის (შემდგომში ფანცულაიას მიერ  

განზოგადოებული) დამოუკიდებელ სიმრავლეთა  მაქსიმალური ოჯახის  

მეთოდი არათვლად  ლოკალურად კომპაქტურ    -კომპაქტურ  H ჯგუფზე 

განსაზღვრული ჰაარის ძვრა-ზომათა ხარისხების სხვადასხვა 

სტაციონარული გაგრძელებების ასაგებად. როცა ჯგუფის სიმძლავრე  

კონტინუუმია, მაშინ შესაძლებელია  ტარსკის დამოუკიდებელ სიმრავლეთა  

მაქსიმალური ოჯახის  მეთოდი გამოყენება. წინააღმდეგ შემთხვევაში 

გამოიყენება ფანცულაიას მიერ განზოგადოებული ტარსკის დამოუკიდებელ 

სიმრავლეთა მაქსიმალური ოჯახის მეთოდი ყოველი უსასრულო H  

ჯგუფისათვის, რომლისთვისაც ადგილი აქვს შემდეგ ( ) ( )card H card H   

ტოლობას. აქვე შევნიშნოთ, რომ განზოგადოებული კონტინუუმ 

ჰიპოთეზის (GCH) შემთხვევაში ეს ტოლობა ავტომატურად სრულდება 

ყველა არათვლადი H ჯგუფისათვის. უფრო ზუსტად, ნებისმიერი 

უსასრულო ადიტიური G ჯგუფის შემთხვევაში, დამოუკიდებელ 



108 

სიმრავლეთა  მაქსიმალური ოჯახის  მეთოდის გამოყენებით  მიღებულია 

შემდეგი შედეგები 

 არათვლად კომპაქტურ ჰაუსდორფის ჯგუფზე განსაზღვრული ჰაარის 

ალბათური ზომის ბერის -ხარისხებისათვის აგებულია მათი 

სტაციონარული გაგრძელებების სხვადასხვა (ორთოგონალური, 

სუსტად განცალებადი, ძლიერად განცალებადი) ოჯახები და 

დათვლილია შესაბამისი სტაციონარული სტატისტიკური სტრუქტუ-

რების  სიმრავლურ-თეორიული მახასიათებლები. 

 პოლონურ სივრცეზე განსაზღვრული დიფუზიური ბორელის ალბათური 

ზომის  ბერის -ხარისხებისათვის (კერძოდ, ”თეთრი  ხმაურისათვის”) 

აგებულია მათი სტაციონარული გაგრძელებების სხვადასხვა 

(ორთოგონალური, სუსტად განცალებადი, ძლიერად განცალებადი) 

ოჯახები და დათვლილია შესაბამისი სტაციონარული სტატისტიკური 

სტრუქტურების  სიმრავლურ-თეორიული მახასიათებლები. 

ასევე,  ჰ. შიმომურას,  ა. ხარაზიშვილისა და გ.ფანცულაიას 

შედეგებზე დაყრდნობით, მიღებულია შემდეგი შედეგი:  

ტიხონოვის ტოპოლოგიით აღჭურვილ უსასრულო-განზომილებიან 

ტოპოლოგიურ ვექტორულ   სივრცეზე აგებულია მაგალითი ისეთი   

არაგადაგვარებული   -სასრულო ბორელის  ზომის, რომელიც  არის 

ინვარიანტული ამავე სივრცის  ყველგან მკვრივი  ქვესივრცის მიმართ   და  

ამავდროულად არ არის ექვივალენტური ნამდვილ რიცხვთა   ღერძზე 

განსაზღვრული არცერთი აბსოლუტურად უწყვეტი ალბათური ბორელის 

  ზომის    -  ხარისხის. 
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